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第 一 章 ho 线 
81 向 £ 


在 三 维 欧 氏 空间 ES ARAARA, 1 OE? (ug P 的 坐标 为 
(x, y, 9) 时 ， 此 点 以 Pix, ys DERZ. E? 内 的 向 量 4 的 分 
量 为 4 A,, A, 时 ， 将 A 记 做 


对 于 Es 的 一 点 P(x，y，?) ， 对 应 以 从 原点 0 到 了 的 向 量 OP, 
这 个 向 量 OP 叫做 点 了 的 位 置 向 量 . 点 PO, y, o 的 位 置 向 量 < 
可 写 做 


二 向量 


， `B 
的 内 积 A-B 与 外 积 AxB 分 别 是 
| A,B,- A,B, 
A-B- A,B,* 4,8,  A,B,, axz-| A,B,- A,B, | 
: A.B,- A,B, 


C. 


关于 三 个 向 量 A, B sc 人 TUE. 7 
C, 


x x x 


C 
, €, 


C 


A, B 
A*(BxC)z| A, B (1.1) 
A, B 


y 
z zZ z 


此 式 又 可 写 如 
[A B C| - A (BxC) 
ip AZAC GED 由 下 式 给 定 。 
lAll 27 A-A = AD Y CA)? € CAD? 
REKA ExgcErambESXR 〈 其 值 为 E? 的 商量 应 数 》 AQ) 


cC D) 为 
A(t) 
a [4x0] GEI), 


. ` 4,0) 
则 其 分 量 4.00, 4,€0D, 40 为 定义 在 1 上 的 函数 。 如 果 三 个 函 
数 Azs A,, A, 连续 时 ， 就 说 向 量 函 数 4 连续 。 如 果 4,, Á,, 4, 
无 限 次 可 微分 时 ， 就 说 向 量 函 数 4 无限 次 可 微分 ，4 叫做 C 向 量 函 
数 。 一 般 来 说 无 限 次 可 微分 函数 叫做 C RA. C ARA A 的 
分 量 的 导 函 数 为 分 量 的 向 量 函 数 
A, 
ws a] 
A, 
miras A8 8 NE 〈 函 数 ) ， 用 记号 
dA 
A^ cd 
表示 。 这 时 下 式 成 立 。 
dA) p A(ti+h) - AC) 
dt = lim h 
对 于 向 量 函 数 的 微分 法 ， 普 通 函数 的 微分 法 里 成 立 的 规律 ， 几 乎 
全 都 成 立 。 特 别 是 下 列 规 律 成 立 ， 对 二 向 量 函 数 A, B o8) 内 积 与 外 
积 有 


一 2 一 


9 (A.B) = 44. .B +A. 2B 


dt dt ? 
d . dA dB 


【问题 1.1】 设 4 为 单位 C^ 向量 函 数 〈 长 为 1 的 向 量 叫 做 单 
位 向 量 ) 。 试 证 下 列 事实 . 

(D AA =D. 

(2 如 果 Ax 0， 那 末 A 55 A^ 垂直 。 

模仿 微分 学 定义 C 向 量 函 数 A 的 高 阶 导 函 数 。 A UI n Er SR ER 
数 用 记号 
d'A 
dt” 
表示 ,将 CT 向 量 函 数 A 在 foE7 的 周围 台 劳 展 开 之 ,在 加 的 某 邻 
域内 得 


AC) - AC) +A GC 7 4) tg A GG Tn)? tee 


2 
A", 


+ rA aD- 1,)" t R, 


RE R, 为 剩余 项 。 

【问题 1.2】 关于 C^ ARAA A, B, C, RETR. 

(1 AA = [| ATILAT" 

(2) (A- B' A B)! - A.B" - A" .B 

(3) | ABC|/ « | A/BC| + | AB'C| « | ABC!| 

对 于 两 个 以 上 自 变量 的 向 量 函 数 也 模仿 普通 微分 法 定义 其 连续 
人 性， 可 微 性 。 此外， 偏 微分 、 全 微分 的 记号 也 模仿 微分 法 。 


. $2 B B 


FREIE E* 里 的 映射 xIE* 叫做 曲线 ， 其 中 x0) 表示 
对 于 KED, A P,cE* 的 位 置 向 量 。 今 设 


x(t) 
| yo) \, aED 
z(t) 
则 表示 此 曲线 的 方程 
x2x(, y-y), z=z(t), GEED (2.1) 
HERET. X i 叫做 参数 。 当 OGEN C AE A As 
此 曲线 叫做 C^ 曲线 。 用 方程 | 
x-x(D, (c 1) 
或 方程 (2.1) 表 示 这 条 曲线 。C” 曲 线 x= x() (tE7) 满 足 条 件 
z'(f)5€0 GED (2.2) 
时 ，M 做 正则 曲线 ， 下 列 事实 成 谋 。 . 
EoxI-E? 为 正则 曲线 ， 对 于 任意 的 to El, Wto 的 充分 小 邻 
XX VCCIT)， 则 映射 * 在 0 内 是 1 对 1. , 
《注意 》 正 则 曲线 E 于 其 定义 域 7 全 域 上 倒 未 必 是 工 对 
1 。 如 下 图 1.1 旧 相 交 曲 线 也 是 正则 磺 线 。 


x(t m xlt) 


Z 
7 
z 0 
图 1.1 


正则 曲线 的 条 件 (2.2) EXE: HR x >E 的 象 〈 常 识 曲 
线 ) 无 尖 点 ， 而 且 当 参数 上 变动 时 对 应 的 点 x) 也 运动 。 
”就 正则 曲线 x=x(D (E7) 而 言 ， 当 上 在 区 间 了 移动 时 ， 考 虑 
相应 的 点 x0) 在 E* 中 的 运动 ， 因 此 直 讽 地 说 ， 正 则 曲线 可 以 看 做 
表示 一 条 有 向 曲线 。 QUT 


— 4 — 


给 定 闭 区 间 7 在 E 中 的 映射 x I Et, 当 存在 含 [的 开 区 间 
1* 与 正则 曲线 x*,I*9E* 在 了 上 x(t) = x* C) GEHE, Rep xo 
E: 叫做 在 闭 区 间 7 上 定义 的 正则 曲线 。 当 了 = Co, b 时 ,二 点 x0) 
与 x(b》 叫 做 此 正则 曲线 的 端点 。 故 今后 假设 曲线 的 定义 域 是 开 区 间 
RARR. | 

当 将 区 间 1* 映射 在 区 间 I E60, I* 上 的 C" 函数 += (00 满足 
条 件 


di 
748 79 (6c I*) (2,3) 


B, =i) 叫做 参数 的 容许 变换 。 

如 果 f=) 为 容许 变换 ， 则 r-:(038 1*1 对 1 地 映射 在 1 之 
上 ， 又 是 增 函 数 。 故 存在 其 反 函 数 8= 6(1t)， 这 是 将 7 了 映射 在 E 
的 容许 变换 。 

对 于 两 条 正则 曲线 x.[—RE* 与 **,1*->E3， 假 设 存在 将 1* 映射 
EI LOARA t=O era) = x*( 0 EX. iXH], güox 5j ox* 
等 价 ， 以 zx 一 雁 记 之 。 这 个 等 份 关 系 一 是 在 正则 曲线 全 体 的 集中 定义 
的 ， 是 一 种 等 价 关 系 。 将 正则 曲线 全 体 的 集 以 此 等 价 关系 分 类 ， 考 上 成 
得 到 的 等 价 类 ， 于 是 得 直观 上 有 向 的 曲线 。 对 这 种 含义 下 的 有 向 曲线 
进行 研究 是 本 章 的 目的 。 故 在 前 面 定义 的 正则 划 线 的 性 质 之 中 只 处 理 
在 参数 的 容许 变换 下 不 变 的 性 质 、 就 可 达到 这 种 目的 。 因 此 ， 我 们 规 
定 今 后 在 正则 贷 线 的 性 质 中 只 考虑 在 容许 变换 下 不 变 的 ， 

《注意 》 设 区 间 1* 在 区 间 Z 上 的 映射 可 用 1* 上 的 CT 函数 1= 
“(8) 表 示 ， 如 不 是 满足 条 件 (2.3) 而 是 满足 


di * 
-ay (8€ I*) (2,4) 


利用 它 来 变换 正则 曲线 的 参数 ， 则 正则 曲线 改变 方向 。 

当 正则 曲线 xE 不 含 重点 时 ， 即 对 于 ti， 0,, nc D 
E xz(t)sx(t) 时 ， 则 此 正则 曲线 叫做 简单 正则 上 曲线， 

【问题 2.1】 既 使 在 容许 变换 下 改变 参数 ， 简 单 正则 曲线 的 定义 


— 5 一 


并 不 改变 ， 试 证 明之 。 
对 于 正则 曲线 x*:1->E?， 取 了 的 子 闭 区 间 1*= Ce, bJ, WIER 
曲线 x.I*--E* md 做 正则 洛 或 给 定 正则 曲线 的 颖 。 
对 于 正则 曲线 *;1->E?， 其 象 x(D)73 E? 的 子 集 ， 在 直观 意义 
下 ， 做 为 图 形 ， 形 成 曲线 。 因 此 ， 做 为 图 形 的 曲线 叫做 正则 曲线 和 做 
为 映射 的 正则 曲线 有 时 用 语 相同 。 还 有 ， 做 为 图 形 的 曲线 上 的 点 有 时 
只 叫做 正则 昌 线 x-x() Eng. TENUS 30 43 Rr LIB FB d 65 FRI 
is. 
统 长 ”以 C 表 示 正 则 弧 v=x)  (a«t«b), ZEB Ce, 
2 的 分 割 
A azt t eOcu-b 
与 此 分 割 的 各 分 点 相对 应 的 E* 的 点 分 别 设 为 
XQ2x(fQ), x, —xX(f,), ce, Xp = x(OL) 
设 依次 连结 这 些 点 而 得 折线 D. zm 
长 为 工 ( 工 ,)， 则 
LO) = Dle- 


Pel 


= »» lx (6; — x Ct. 1l 


i-1 


如 所 周知 ， 上 面 给 定 By WU 4 VÀ 
ERHARD, LOD 总 收 委 于 
确定 的 数值 LC). Xi, RAAR C HMK LC), WC REA 
长 。 下 列 定理 成 立 。 

定理 1.1 EWM HR) C;x-x0) (a<t<b) 具有 弧 长 ， 
EMEK LOO 由 下 式 给 定 ， 


no-fijg B 
VG GG es 


《证 明 〉 证 明 请 参照 微 积分 学 。 
EENM C;x=x(t) (<t<bo) 里 ， 作 参数 的 容许 变换 1 = 1(6》 
(< 和 8<B) 和 而 得 的 正则 弧 设 为 C, sad», 则 


PENIEEIEI 


dx | dt 
t d 


ETE NJL C 的 弧 长 L(C) 在 参数 的 容许 变换 下 是 不 变 的 。 在 这 

下 可 以 说 正则 弧 长 具备 几何 学 意义 。 又 当 给 定 欧 氏 空间 E? "ame 
i COBRA T:E E 之 下 ， 任 意 两 点 间 的 距离 保持 不 变 ) 时 ， 可 从 
EMM C;x=x(t) GED PREUR Cox T(xct)), 3x4 C n] 
做 在 合同 变换 了 之 下 移动 C 而 得 的 曲线 。 BigyLEBEXAM CBE 
L(C) 与 C 的 弧 长 LO) 相等 。 即 弧 长 在 E 中 的 合同 变换 下 是 不 变 
的 。 总 之 可 以 说 ,合同 的 正则 绝 具 有 相同 的 弧 长 。 

考虑 正则 曲线 C;x=x(t) GED. WAA tf, E1, 今 


然 因 dt/d0—0, d 


L(€)= , NES 


«os rH E z | at, GEN (2.6) 


to 
则 sse ts C” RAE 
50. JAD] >o (天 0) 


今 设 I-(a, b), s(a)-a, s(b) -B, Wü] s=5s0) 293 B9 A yp 3x 
Me, HERR CS ts 代入 x*=x*(t) ， 得 正则 曲线 Cox - x00) , 
(s€ca, BJ). ZABA sc Ca，B] 叫 做 给 定 正 则 曲线 C UMAK., E 
则 曲线 和 就 是 给 定 正则 曲线 C VALUES s 为 参数 表达 。 

如 果 设 正则 曲线 C 的 参数 为 弧 长 s， 则 C 可 用 x-2xG)ARm. Y 
是 在 (2.6) 中 以 上 = s 代入 之 得 


Sz 


ESL 


在 上 式 中 对 s 微分 两 边 得 
(2.7) 


|- - 
| ds 
邯 在 曲线 上 的 各 点 ， 与 曲线 相 切 的 向 量 dx/ds 是 单位 向 量 。 

【问题 2.21 对 于 正则 曲线 , 如 果 二 参数 * 与 5 都 是 其 统 长 时 ， 
则 5 =s+a (a 为 常数 ) 。 试 证 明之 .。 


383 曲率 挠 率 
WEN AEEA C,x=x(t) GED 时， 向量 
ORELLI 


dt 
在 曲线 C 的 点 xCOXRHIT C. Wt, x0) 叫做 切 向 量 。 设 曲线 C 关 
FIK s 的 参数 表示 为 x = x(s)， 则 由 (2.7) 可 见 
dx t 
t= x/(s) = 0*, t= 

为 单位 向 量 ， 叫 做 单位 切 向 量 ， 以 记号 tinc. 

HUE BBR x = x(t) 定 义 的 函数 (或 向 量 函 数 ) f(t) 对 上 的 导 
函数 以 FOYER. OUT XEM, f HMK s 的 导 函 数 以 V um. 

通过 C 上 的 点 x(t) ， 垂 直 于 此 点 处 的 切 向 量 的 平面 叫做 在 此 点 
处 的 法 平面 。 


x (4) 


曲率 ”法 向 量 其 次 ， 考虑 
(3.1) 


ds ds? 
BtziJji, BE) tt'=0。 即 在 t/2«0 8973, € 在 法 平面 上 。 此 
e mih C BERSE. x 
«x(s) = |€ cs) || = jæ” cs) || 
= (Qr)? + (y?) + (z)? (3.2) 
函数 o) 叫做 曲线 C 的 曲率 。 从 图 1.5 
[EU 为 单位 向 量 上 对 弧 长 s 的 回转 率 。 
即 切 线 方 向 变化 快 处 曲率 K. 
在 K3&0 的 点 ， 令 
p-l. (3.3) 


p RARE. E k=0 的 点 定义 p= 
co, «— 0 的 点 叫做 损 点 。 

定理 1.2 Ek ESTO 的 曲线 是 Pi 
直线 或 直线 的 一 部 分 。 

《证 明 〉 A k= 0 人 恒 成 立 ， 才 xz" = 0 人 恒 成 立 。 因 此 得 

x=as+% 

式 中 与 4 为 常 向 量 。 (证 毕 ) 

公式 ”对 于 有 任意 参数 上 的 正则 曲线 x =x(t)， 


= xx xl 


í 3.4 
"7 qim 3.0 
._ dx dx ds —.,. 
SER) fd a 


Y 一- d TE "m Y(.Y? 
iir rmi $)-x's t x"(s) 


xkx&A-(x'$)x(ax'^s-c-x'(s)!)-(aX0x'x x" 
RA $ =ds/dt= |è]. H 


xxzx-l|x|?zx xx" 
XA tsx 5 tsx EAEE, lel|-1. «-lx"l, i k= 
lx^ xx 由。 从 而 由 上 式 得 次 式 。 


XX 、 
«= ix GE) 
BE, E OO Hy. c 
x" 
= 9 x^ = Km t = Km (3,5) 


K 


则 此 n JAMAE, n 与 垂直 。n 叫做 单位 主 法 向 量 。 在 k=0 的 点 
不 能 定义 n。 故 对 于 直线 ，n 是 不 定 的 。 
BUE ”法 向 量 假设 在 正 z 
则 曲线 x= x(3) 上 不 存在 x = 
0 的 点 (在 k=0 的 点 ， 下 述 
性 质 并 不 成 立 ) 。 设 单位 切 
向 量 为 *， 单 位 主 法 向 量 为 
n, o 
b(s)-t(s)xn(s) (3,06) 
m bn 做 单位 副 法 向 量 。 这 
时 ， 在 曲线 的 各 点 * 能 作 互 相 
正 交 的 单位 向 量 6, n, b H 
成 右手 系 如 图 1.6 所 示 。 它 们 图 1.6 
随 着 点 x 的 移动 而 运动 。 故 称 组 (xut, n, 6) 为 活动 标 架 或 弗 雷 内 标 
3B. ft, n, b, S | 
t’ =at t apn + aub 
n’ = Gyt + ann + a,b (3.7) 


b’ = at + GR cas 


然而 
t«t- ninz bb 1, i-n- nb -b-t-0 


成 立 。 在 上 列 方程 中 ， 求 各 边 的 微分 可 得 下 式 。 


tU —n«n! =b. = 0 
Una t n*- nb. nb! - bt +b. =0 
将 (3.7) 代入 这 些 式 中 ， 分 别 得 
0,70,70,-0 
G;t0;-0,-0,—-044-0,-0 


然 由 (3.5) 得 a, = X, a4,-0, KẸ es =t 则 (3.7) 可 写 如 


E= kn 
x/-t, n/- —xt +b (3.85 
& = — tn 


这 是 表达 fnb 变化 状态 的 方程 ， 叫 做 弗 志 内 方程 〈 公 式 ) 。 上 面 定 

义 的 T= Tt(s) 叫 做 曲线 的 拨 率 。 因 为 6 垂直 于 t 与 n*， 玫 由 (3,8) 的 

FERTA, 表示 {与 n 所 决定 平面 (叫做 密切 平面 ) 的 回转 率 .。 
公式 ”对 于 以 弧 长 s 为 参数 的 正则 曲线 x = xCs), DAR 0, Bu] 

x y’ g’ 

x” y” z" (3.9) 

xy PHP gt | 
《< 证明》 从 方程 (3.8) 的 第 3 式 得 


T= -n.b = —n(£tx n)! 


T jx x" x= i 
K? K 


= -n(txn+txn)=|tnan | 


然 尖 n-t/x, d 
ve pes yet ene Qo 
将 此 式 代入 上 式 得 
r= |en Lar |= |= Lar 1x |= x x” x///| GEH) 


公式 ”对 于 有 任意 参数 二 的 正则 了 曲线 x— x02, WR 0, W 


1 |» x * 
< 证 明 》 x/2 xi, xak Ry 


x//-ri''-4 3zxt'/t" 4 x(t)? 


x! x" x! = et xt" x x(U)* tI 3At + AY | 
E ei2zzi. 1 Lomo 
= (tl) jt | = Tap lx x xl 
将 此 式 代 入 (3.9) 中 ， 则 得 
r=.l |* x x| (证 毕 ) 


K — [ai^ 
定理 1.3 设 一 正则 曲线 不 售 k=0 的 点 ， 则 此 正则 曲线 为 平面 
曲线 的 充 要 条 件 是 r=0 Br. 
《证 明 〉 必要 性 ”假设 此 曲线 为 平面 曲线 ， 那 末 可 设 此 曲线 在 
xy 平面 上 。 即 可 设 此 曲线 的 参数 表示 为 «-x4()0, y2y(9, 2-0. 
将 此 参数 表示 代入 (3.9)、- 则 得 z= 0， 
充分 性 ”假设 t=0 恒 成 立 ， 则 由 (3.9) 得 
x! y! cl | 
Xx" y” z” :=0 
x!!! y! gri 
故 存 在 可 微分 函数 gc。B，Y 使 得 下 式 成 立 。 
ax! + By’ +yz’ = 0, ax” + By" +yz” = 0, 
ax! +BY +yz = 0 
微分 第 一 式 与 第 二 式 ， 运 用 第 二 式 与 第 三 式 得 
a’ ax’ +B’ y’ +yz = 0, a/x" +B’y” +yz” = 0 
从 这 些 式 子 和 前 面 给 定 的 前 二 式 (假设 此 曲线 不 是 直线 》 得 
oa:B:y= a’:PB/:Yy’ 
WEERA G, b, 满足 
a:B:y=a:b:c 
à 
ax! c by! c ez - 0 
ax*bycezed. (d HERO GEP) 
【问题 3.1] - iX uEIEMEER v=acost, y =asint, z=bt (—oo— 


t—oo), (a, b 为 常数 ) 的 曲率 x 与 挠 率 T 分 别 为 下 列 常数 。 
- a t= b 

— 04?" at 

【问题 3,2] 关于 曲线 x = x(t)， 试 证 下 式 。 


2 
dx 2049 ty «v?n, v= | 


dt? dt 
GUR t ENKER, PE x = x(t) 表 示 点 运动 。 这 时 ， 上 式 表 示 加 速 
度 是 上 与 美的 线性 组 合 ， 并 且 指 出 加 速度 的 切线 分 量 与 法 线 分 量 ) 。 
例 3.1 当 正 由 曲线 的 切线 总 与 定 方向 夹 定 角 时 ， 称 之 为 定 斜 曲 
R. 正则 曲线 〈 设 在 各 点 kss0) 为 定 斜 曲 线 的 充 要 条 件 是 v/« 一 定 。 
试 证 明之 。 
(RED 设 正则 曲线 x= x(s) GMK s JAZO 为 定 斜 曲线 ， 
并 设 关 于 一 个 定单 位 向 量 a, t.a = cosa (一 定 ) 成 立 。 微 分 teas 
cosa 的 两 边 ， 运 用 弗 雷 内 公式 (3.8)， 则 
Knesa = 0, S naso CS x0) 
Ea tijin H, ， 于 是 ea 为 上 与 5 的 线性 组 合 。 故 可 仿 
a = (cosa)t + ( sina)5 
此 式 两 边 以 微分 之 ， 运 用 弗 雷 内 公式 得 
0= (kcosa F rsino)n 


一 -= 土 cota= 一 定 


反之 ， 设 t/k 是 一 定 的 ， 令 T/k= cota, u= (coso)t + (sina)b, 

微分 *， 并 运用 弗 雷 内 公式 (3.8) 得 
u’ = (kcosa - tSina)n- 0) 

故 为 一 定 的 单位 向 量 ， mt= cos%a。 于 是 ， 此 曲线 为 定 斜 曲线 。 
GEHE) 

平面 曲线 ”对 平面 曲线 的 处 理 与 空间 曲线 的 情况 有 稍 许 不 同 之 
处 ， 因 此 叙述 平面 曲线 。 

关于 平面 上 的 直角 坐标 系 ， 设 正则 曲线 的 方程 用 参数 ss 表示 为 


X-zx(s), yzyG», 4 


单位 切 向 量 上 由 


图 1.7 
定义 。 在 曲线 的 各 点 xG) E, ARIES t(s) 垂 直 的 单位 向 量 n 使 之 与 
t 成 右手 系 。 这 样 一 来 ， 在 曲线 上 的 各 点 x, 决定 互相 垂直 的 二 单位 
HE t5 n, t 与 n 作成 右手 系 。 组 (x; t, n) 叫做 平面 曲线 的 活动 
标 架 或 弗 雷 内 标 架 。 这 种 活动 标 架 的 作法 与 空间 曲线 的 活动 标 架 的 作 
法 不 同 。 即 


in (zr) ne CT) 


因 tt= 1， 故 CP = 0。 从 而 可 以 表示 为 
t= kn (3.11) 
式 中 «为 的 C" 函数 k(s) ， 叫 做 曲线 的 曲率 。 此 曲率 < 如 图 1.7 
所 示 ， 具 有 符号 。 
因为 nen = 1，t.m = 0， 故 徽 分 之 分 别 得 n = 0，trsm+tmy = 
0. 将 (3.11) 代 入 这 些 式 内 得 m = -kt。 整理 之 得 平面 曲线 的 弗 雪 内 
公式 


x'-t [tom | | (8,12) 
7 n/- 一 KE , 
CES CEEAULE:D TEE 3S 
AM 
T 
— sinô 
t= d = 人 cos 


则 9 为 s C^ px, 9 为 单位 切 向 量 t a 轴 的 夹 角 。 把 上 式 代 入 
弗 雷 内 公式 (3.12) 得 下 式 。 
d 


e=- (3,13) 
. 9= '«co2s +0, (9。 为 常数 ) (3.14) 

再 运用 =t, m) 
af cosÜ(s)dsca, y= -f sinĝ(s)ds +b (3.15) 


a, b 为 常数 ) 
"—— 故 以 下 事实 成 立 ， 设 已 知 曲率 x HIM KS 
的 C” 函数 k(s)， 则 曲线 的 方程 由 (3.15) 决 定 。 从 而 ， 预 先 给 定 对 应 
.于 s=0 的 点 (a, b) 的 t+ 与 * 轴 的 夹 角 0。， 则 曲线 唯一 地 决定 、 

【问题 3.3】 如 果 二 正则 平面 则 线 关 于 戏 长 * 以 相同 的 C” 冰 数 
k =K(s) 为 曲率 ， 试 证 它们 必 合 同 。 (运用 (3.14) , (3.15) 以 及 三 角 
函数 的 加 法 定理 ) 

【问题 3.4] 运用 [问题 3,3]、， 证 明 以 下 事实 。 如 果 预 先 给 定 弧 
长 s 的 C” RA k), MEEA x(3) 为 曲率 均 平 面 则 线 ， 而 且 除 
了 合同 变换 外 唯一 地 决定 。 

从 [问题 3.458948 二 论 可 见 ， 除 了 合 辐 变 换 外 ， 耻 面 曲线 由 其 曲率 
kes) 唯一 地 决定 ， 故 称 方程 

K — K(S) 
为 平面 曲线 的 自然 方程 (参照 下 节 § 4 
【问题 3.5] 试 证 C” 通 数 y= (x) 的 图 形 的 曲率 * 可 由 下 式 表 


f"(x) 
C v fCX) 


BER BEKA vb eb Dé ts prae Go 但 利用 
它 能 够 导出 曲线 的 整体 性 质 ， 即 大 范围 性 质 。 做 为 一 例 ， HERE 
线 。 对 于 正则 曲线 x: (700, 00)>E (或 欧 氏 平面 E?) ， 设 存在 
正 数 L iE x+ L) = x() (~ co<3<co) 成 立 ， 在 具有 这 种 性 质 
的 正 数 L 中 最 小 者 为 工 。 这 时 ， 此 阳线 C 叫 正则 闭 曲 线 ， 工 叫 闭 井 
线 C 之 长 。 当 平面 上 的 简单 正则 闭 曲 线 C Wo CLE agb D 中 任意 两 点 
连 线 全 含 于 刀 中 时 ， 那 末 C 叫做 歇 形 线 。 0 


图 1.8 


给 定 孵 形 线 C， 设 其 曲率 为 *(s) 。C 的 弗 雷 内 标 架 如 图 1.8 的 
右 图 所 示 。 取 外 形 线 上 的 任意 点 ， 延 长 该 点 处 的 与 n”。 取 直角 坐标 
系 如 图 1.9 所 示 ， 设 C 《在 此 点 附近 ) 可 由 方程 y = 1(%) 表 示 ， 则 
在 各 点 ，f* 之 0 ( 因 C 为 孵 形 线 ， 散 函数 fO 为 凸 函数。 从而， 于 
此 点 P0. Bl, AAIR 3.5) 知 于 此 点 的 更 率 k>0。 即 

(a》 在 孵 形 线 的 各 点 ，«(s) 之 0。 

O 多 形 线 上 不 同 点 P, 0 的 连结 线段 PO 在 孵 形 线 上 或 与 P 
50 Nd PO mo, APO 与 PC 除 二 点 P，0 以 外 不 相交 。 

在 孵 形 线 上 的 点 


«^ xz 


时 ， 称 此 点 为 顶点。 我 们 来 证 明王 列 定理 。 


czs), C30 


图 1.10 


定理 1.4 ERERLEDE FT n. 

《证 明 》 EWER CTER ERE «G)- 土 1， 故 各 点 都 是 项 
点 )。 此 外 ， 设 卵 形 线 不 含 线段 为 其 弧 ( 如 哮 形 线 的 一 部 分 为 线段 ， 于 
此 线段 上 K(s) 一 定 ，Ks) =0, 故此 线段 上 的 点 全 是 顶点 )。 在 以 上 
假设 之 下 ，x(3) 为 非常 数 连续 周期 函数 (周期 为 卵 形 线 之 周 长 Lo 
故 在 C 上 存在 不 同 点 4 与 召 ， 于 此 处 9 分 别 为 最 大 ，. 最 小 。 因 在 
dA, BARK’ (S) =0， 故 4 与 下 为 顶点 。 

如 果 假 设 除 4 与 B 外 无 顶点 ， 则 

K'(s)-—0 (0«cs-ca) 
K (5) 0 (a« s L) 
其 中 假设 s= 0 对 应 于 点 4，3=4 对 应 于 点 B. 

设 连 结 4 与 召 的 直线 为 4% 轴 ， 由 人 性质 O 知 ， 曲 线 C 的 形状 如 图 
1,10 所 示 。 令 


则 l 
y(520 (05a); YLO (CacscL) 

ec (yG)e0 (0<s<L) (3.16) 
其 次 。 运 用 弗 雷 内 (3.12) 公 式 得 


一 1 一 


x" — yl 
(enm UT.) 
y” x^ 

Vo ky! z =x" 


由 此 ， 可 和 作 下 列 运 算 。 
L L 
| K^yds = (ky)? -Í Kky’ds 
0 0 
= | za -x'(L)-x'(0) =0 
0 


推导 过 程 中 运用 了 KL=), x(222x(0, x'(L)-s'(0. JA E 
式 与 (3.16) 得 
kK'y=0 

3x53 (3.16)2P 8. MEER 4 与 了 外， 在 曲线 C 上 至 少 存在 一 个 顶点 了 P. 

如 果 假 设 除 4,B,P 之 外 不 存在 顶点 ， 则 设 P 的 坐标 为 (x (5b)， 
7())， 考 虑 下 列 两 种 情况 ,〈i ) 0<<2<e，(iiy a<b<L. 

Ci) 3j 0<b<a Bj, «/(5) «CO, (O«Cs-cb, basa); kK’(s) > 
0, (ac s«L). 

Cii) 34 a<b<L 时 , «'(G)«0, (0<s<a); x«'(5)70, (a< 
s«b, b-—s-—L), 
对 于 这 两 种 情况 。 上 面 的 议论 同样 成 立 ， 引 起 不 合理 。 故 卵 形 线 C 上 
至 少 有 四 个 顶点 。 GEE) 


$44 自然 方程 


设 给 定 三 维 欧 氏 空间 ?的 合同 变换 T:E, 又 设 点 Pi 的 
位 置 向 量 为 x， 点 了 =7(P) 的 位 置 向 量 为 下 ， 则 
x-4xad |. Q.D 
式 中 d 为 常 向 量 ，4 JEZER. MZ, '4A=I (1 为 单位 矩阵 ， 
:4 为 4 的 转 置 矩 阵 ) 。 当 在 了 不 向 量 v XAAR T H, FARY. 
可 = 4v (4.2) 


HAERE 4 的 行列 式 以 | 4 | 表示 时 ， 因 4 为 正 交 和 矩阵 ， 故 
14!=+1 

当 | 41= +1 时 ， 了 叫做 运动 。 当 | 41= -1 i, THAF xy 平面 
的 反射 变换 (=4, F=Y, 二 = 一 2) 与 一 运动 的 复合 。 

RCA E? 内 的 正则 曲线 xil-E?. XR TiES—ÉE? 为 合同 变 
换 ， 假 设 它 是 由 (4.1) 给 定 的 。 复 合 映 射 过 =7。x3:7 一 上 ”表示 一 条 正 
WjdhA EC。 这 时 ， 我 们 说 在 合同 变换 了 之 下 ，(C 变 为 EC 。 如 于 8 2 
所 述 、 合 同 变换 7 保持 曲线 的 弧 长 s 不 变 。 又 设 C" 向 量 函 数 e (5) 在 
T FEC MEK% vs), Dii] 

w(s)-4u, v= Av (4.3) 
故 设 C 与 C 的 弗 雷 内 标 架 分 别 为 (x(s); (5)，6(s)，n(s)) 与 
(X); EG), BG, nGD ， 则 由 《4.3) 得 下 列 关系 式 . 
x(s)-4x(s)4d, 下 (5) = At(s), KR(s)= «An(s) 


XA x") = Ax?(s)， 故 KCS) ||" G2] 9 lx" GO || 9 «Go. 
于 是 K(s)=K(s),  R()-4n(s) 
suh x 5x 分 别 为 C 与 《 的 曲率 。 XHpt5tEnzü,bt 
" 及 垂直 ， 故 2 
B=eAb (= 土 1) 
然 因 1= |E, n, Bl |4t An :4b| 
=elAilltn 5| e| 4]:1-6|41, 
El4|-2*1, W e-|4l. 
= 4| 4b 
其 次 运用 弗 雷 内 公式 得 . 
-i414 时- 
=|AIA(-tn)= —-[A4|xm 
A T=|Alt | 


D 在 合同 变换 下 来 角 不 变 ， 因 此 4b 与 di, dn 垂直 。 GEd BO 
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整理 上 述 各 事实 ， 得 下 列 定理 。 | 
定理 1.5 在 合同 变换 (4.1) 下 ， 相 对 应 的 二 正则 曲线 C 5j C nj 
弗 雷 内 标 架 、 曲 率 与 挠 率 之 间 成 立 下列 关 系 。 
t-4t, R=An, 5=|4146 
€-x, T=|Alt, (4 = 土 1) 
故 由 定理 1.5 可 见 ， 成 立 下 列 
定理 1.6 在 运动 之 下 ， 曲 线 的 曲率 与 找 率 不 变 ， 
设 正 则 曲线 C 由 x:1->Es 给 定 ， 弧 长 s 为 其 参数 。 正则 曲线 
C h xE 给 定 , 弧 长 * 为 其 参数 。 这 时 ,对 于 C 上 的 点 x(s)， 有 
C 上 的 点 xG) GED 与 之 一 一 对 应 。 在 这 种 情况 下 ， 人 们 说 曲线 
C 与 曲线 C 之 间 有 保持 弧 长 的 对 应 。 下 列 基本 定理 成 立 。 
定理 1.7 当 正则 曲线 C 与 《之 间 有 保持 弧 长 的 对 应 ， 于 对 应 
点 两 曲线 的 曲率 与 挠 率 相等 时 ， 则 这 种 对 应 可 由 一 运动 使 C 与 C 
MEZ. 
《证 明 〉 设 C OEC 的 弗 雷 内 标 架 分 别 为 (x; t, n, 5) 5S (x, 
于， 元 ， 百 )， 间 率 分 别 为 kC) 与 (59)， 挠 率 分 别 为 r(5) 与 三 (3)。 
由 定理 的 假设 知 
Kk(s)*k(sS), t(5)-*(, (sE) (4.5) 
因为 在 点 x(0) 处 C A E ERR (x00, t(0, n(CO, b(0)D 与 
点 (0) 处 C 的 弗 雷 内 标 架 (E0; FO, m(O, BCOD HRA 
的 运动 只 有 一 个 ， 设 为 了 。 即 
Tx(0) -x(0), Tt(03-t(0)5, 
Tn(0)-n(O,  Tb(0»-B8(0) 
其 次 ， 以 了 移动 C 而 得 的 曲线 E 用 I-E 表示 ， 设 其 弗 雷 内 标 
4839 (X, V, a, BO. XJ CALOR. 
x(0-x(0, (0) = £ (0), 
5(025n(0, E=. 
MA Č 的 曲率 与 挠 率 分 别 为 与， 则 由 定理 1.6 AK) =«(s)， 


(4.4) 


(4,6) 


(4,7) 


T(s) = 人 (5)。， 故 从 (4.5) 得 

k(5) =K(S)， T()-*()», (CI) (4.8) 
AČ 与 6 的 弗 雷 内 公式 可 见 ， 区 间 I 上 的 函数 组 (XG) ; T), 
n(s), BGD 5j (X(5), 证 (3) , RAC), BGD 为 一 个 微分 方程 组 


x’=t 

£/ = kn 

n/- —kt + Teh 
b= -Tn 


的 解 〈 利 用 (4.8)) ， 而 且 满足 相同 的 初始 条 件 〈 利 用 (4.7)) 。 故 由 
常 微分 方程 论 的 存在 定理 〈 见 后 述 定理 1.9) 可 得 
x(s))-2zx(s), 二 (3) = 二 (5)， 
ün(s)-n(s), bG)-2B0D5 GEL) 

BC 5Cks. inm TEEDEST 选 合 。 GEH) 

下 列 定理 成 立 。 

定理 1.8 设 给 定 在 区 间 了 上 定义 的 C” 函 数 k(s) (0 与 
T(5)。 这 时 。 以 5 为 弧 长 ，* 与 + 分 别 为 曲率 与 挠 率 的 正则 曲线 必 存 
在 。 

“证明 > 将 所 求 曲线 C 的 弗 雷 内 标 架 (xz(s)3 8(5)，nm(s)，5(3)) 
满足 的 弗 雷 内 公式 

xa! —t, n! - —kt 十 TB 
U-kn, 68= -tn .4.9) 
看 做 以 x, t, n, b 为 未 知 遂 数 的 线性 常 微分 方程 组 . 今 取 x,C€ E? 
以 及 互相 垂直 的 单位 向 量 to, m, b,(-toxnmno. WERZA 1.9 
知 ， 满 足 初 始 条 件 
x(0)=xo，t(0)=to，Pm(0) m, 6b60)=6b, 
(4.9) 的 解 
| (x; t, n, b) (4.10) 

存在 。 利 用 此 组 解 ， 作 出 以 下 6 个 函数 。 


=t.t-1 zAH«n—] 2b.b-1 
nn » h ” F (4.11) 
gi=n:b,  g,-b.t, g,-t.n 


再 利用 〈4.9) 可 得 


d a d 
Sf zug, ffa = - ag, T21TE,;, fan —-21H, 
d d 
E = 一 kg， +T(f;- f); AL =g, -TEs (4,12) 
d. 
=r t Kf, c fi) 


这 是 关于 fis fas fas Eis Eas E. 的 线性 常 微分 方程 组 。(4.12) 有 
解 fi-f.-f.-8i78,785-0, 并且 满足 初始 条 件 
fa) =f 0) = f0) 

=g, (0) =8,(0)=g;(0)=0 (4.13) 
但 (4.11) 也 是 (4.12) 的 解 ， 并 且 满 足 初始 条 件 (4.13)。 故 由 定理 1.9 
知 ， 这 两 种 解 一 致 。 因 此 用 解 (4.10) 根据 (4.11) 定义 的 fis fas 
fi, Ei, Eas &€& ZEST 0. 换言之 ，(4.10) 的 £, n, b REWE 
直 的 单位 向 量 ，56= 上 xn (pj 8 =t xn t, n, b 连续 ,， W 6=tx 
ma)。 用 解 (4.10), 设 由 方程 x= x(s) 表达 的 曲线 为 C, 则 它 是 正则 
的 ，C 的 曲率 与 挠 率 分 别 等 于 给 定 的 x 与 r。 CHEE) 

由 定理 1.6, 1.7, 1.8 可 见 ， 正 则 曲线 的 微分 几何 学 性 质 由 
ARSE GLK s 的 函数 ) 完全 决定 〈 除 运动 外 ) 。 即 可 以 认为 方 
程 

K=K(S)， t-:(s), (sE) (4.14) 
里 凝集 了 正则 曲线 x:1->E。 的 全 部 微分 几何 学 性 质 。(4.14) 叫 做 曲 
线 的 自然 方程 。 

以 下 叙述 在 论证 定理 1.7 与 1.8 时 使 用 的 常 微分 方程 的 有 关 定 
理 。 

定理 1.9 设 给 定 定义 在 区 间 了 上 上 的 mm 个 C” og X PL 
GEI) Quz 1,--,m), m ARAR ,yw 的 线性 常 微分 方程 组 
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431 = 3 Pu Qv» (A21, +, m) 
pal . 


HARER yia), s, Yala) (EI) 的 C^ 级 解 71(2)， 
“ys yn(t) (在 & 的 充分 小 邻 域 里 ) 3 而 且 这 样 的 解 只 有 一 个 。 
Bi 4.1 由 [问题 3.12 可 见 , 正 螺 线 具有 一 定 的 曲率 k(>0) 与 
EKRE r。 故 具有 一 定 了 曲率 与 措 率 的 曲线 与 一 正 螺 线 合同 。 
3 H 一 
1D 试 求 下 列 正则 曲线 的 弧 长 。 | 
x-3cosh2t, y= 3seinh2t, z-6t, (0«t«a) 
2. 关于 正则 曲线 x=x(s)。 试 证 下 式 。 但 设 * XMK. 


(1) x'-t, x"-un, x” = =k? 4 «/n- rkb : 


(2) x(s) = x(0) +( s- dst) «(X rst), 


+ rossbo *to(s?) 


陈 中 to on, bas Kos Tos Ko 分 别 表 示 对 应 文字 所 示 国 数 在 5“= 0 处 
BÉ. X oC?) 5 的 4 次 以 上 的 项 。 

$. 如 果 正 则 曲线 满足 下 列 条 件 (1)? 或 (2)， 试 证 它 是 直线 或 其 一 
部 分 。 ` 
d) 切线 通过 定点 。 
(2) 于 各 点 的 切线 互相 平行 。 
4. 如 果 正 则 曲线 在 半径 为 4 的 球 画 上 ， 试 证 下 式 成 立 。 但 设 


«A0, T0. 
COGO 
5. 如 果 正 则 曲线 在 一 球面 上 ， 试 证 下 式 成 立 。 


d e -)- =0 


ds \ k?x K 


但 设 kss0，T 关 0。 
6. 如 果 设 正则 曲线 上 相近 二 点 P, 0 ABINERA s, A 证 弦 
PQ 的 长 与 s 之 差 和 s 是 同 阶 无 穷 小 。 
7. 给 定 正 则 曲线 C;x*=x(53) 上 的 C MZ hs) ， 考 虑 曲线 
C,x-x(s)th(s)t(s), (EÇS) = x'()) 
试 证 以 下 事实 ， 但 令 (5) = x(s) + 有 (5s)t(s)。 
(1) dx(s)/ds 5j t(s) 垂直 的 充 要 条 件 是 
=— $+c (c 为 常数 ) 
(2》 设 (1) 的 曲线 C 的 曲率 与 找 率 分 别 为 x 与 r， 则 曲线 C 的 曲 
TE 
22 Kt 
《CC 一 8)2K2 
8. 对 于 平面 上 的 正则 曲线 C:x=x*(s) LAJA Cs), J4 
x()4 p(s)n(s) 
(p(s) 29 C 的 曲率 半径 ) 叫做 在 此 点 的 曲率 中 心 。 在 C 上 二 点 了 了， 
0 处 ， 对 应 的 曲率 半径 之 差 等 于 了 P，0Q 间 各 点 的 曲率 中 心 所 成 曲线 之 
驱 长 。 试 证 明之 。 
9. ik g(079 C" ARAZ, lg 171. XT HE 
x-a|gcox "EC qr. casco 为 常数 ) 


表达 的 正则 曲线 C, 0 与 v—a7! 成立 。 试 证 明之 。 
10. 在 柱 面 : x-f(0),y-g0),z-u(t5ujdS$Seo rb. W 
定 角 a 割 其 母线 的 曲线 的 方程 为 
x-f(0, v-8D, 


z= +cota|W (5 2e y dt 
试 证 明之 ， 


11. 试 求 二 曲面 fx,y,2 =0 与 g(,y 2) - 0 的 交 线 的 切 TH] 


K 


12. RAE C* HER 中 (1) 使 得 曲线 
x= 4cost y=asint, z-6(), (a 为 常数 ) 
为 平面 曲线 。 
13. 定义 正则 曲线 x:R-RE5 为 
f X=i, y 20, z—eUü (£0) 
X=0, y=0, z=0 (£20) 
\ X=t, yel, z=0 (00) 
试 证 下 列 事实 。 
(1) «(0)=0 
(2) 120, (620) 
(30 PEENED HS LEE n 沿 整 个 曲线 连续 . 


第 二 章 曲面 I 
$5 局 部 曲面 


在 平面 上 取 直 角 坐 标 系 . 当 平 面 上 的 开 集 上 0U 与 开 圆 盘 {(w,v) ju + 
2#2<<1} 同 肛 时 ， 则 简称 避 为 开 圆 盘 。 当 给 定 从 开 圆 盘 到 三 维 欧 氏 空间 
E: 中 的 映射 0,U--E* 时 ， 因 点 9Qu,v) (Qu, EU) 属于 E do 


位 置 向 量 为 
x(u,v) 
x(u,v) -| YU, v) | (5.1) 


z(u,v) 


当 在 UU 上 定义 的 函数 x(u, v),y(u,v),z(Qu,v) 4E J& C^ pEEHI, WupER 
映射 0,U— E* 为 C” 映射。 象 S-0QU) 为 E? 的 子 集 。 当 C^ Bh 
射 0,U—E* KETIA GO, Gi) if, MA (7,9,S) 称 为 局 部 曲 
8. 

G)  9,U—Sj 1 对 1,907:,8—U 连续 (在 S 上 给 定 由 E 的 拓 
扑 导入 的 相对 拓扑 ) . 

Gi) 6 的 雅 可 比 矩 阵 的 秩 数 为 2 RU 


ox 2x | 
au 9v | 
rank | 87 9Y -2 (5.2) 
ou 9v | 
2z z 
du dv j 


对 于 局 部 曲面 (VU ,9,5)， 映 射 0 用 方程 
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x-x(u,v) ((u,v) CU) (5.3) 
或 方程 
x-X(u,v),y-y(u,v),z—z(u,v) (Qu,v) EU) 
表示 ， 称 之 为 此 局 部 曲面 (U ,9,S ) RAKIA SUSSX 
示 ， (4,2) 称 为 点 8(4,v)(E€5) 在 曲面 S$ 上 的 华 标 。 此 时 也 说 在 局 部 
曲面 S 内 取 了 坐标 系 (2,2?)。 从 常识 来 讲 ， 当 称 点 集 SCCE?) 为 曲面 


而 不 会 引起 混乱 时 ， 有 时 称 5 为 局 部 曲面 或 简称 之 为 曲面 。 如果 满足 
v=v。( 常 数 ) 的 条 件 ,同时 只 是 变化， 则 在 E* 内 得 曲线 x-x(u, 
v) ， 这 是 曲面 5 上 的 曲线 、 这 样 曲线 叫做 u 曲线 ， 以 方程 "= to 表 
示 。 同 理 ， 有 曲面 上 的 曲线 x*=*(uo ,2), (ze 为 常数 ) 叫做 0 HRER, VI 
方程 usu, 表示。 总 称 u 曲线 与 ”曲线 为 储 标 曲线 。 总 之 ， 在 曲面 
S 上 有 两 组 坐标 曲线 族 ， 作 成 如 图 2.1 之 网 。 又 因 映 射 9,U—S 是 
LX LEJ, Wu hA =v, E v 曲线 = 只 交 于 一 点 x(u,,9,), 


通过 曲面 上 的 点 x(w,v?)、w 曲线 的 切 向 最为 Q7 
x, = 9*(4,9) (5.4) 
ou 


v 曲线 的 切 向 量 为 
xa 9x(u,v) 
M 9v . 


由 前 矩阵 的 秩 数 性 质 可 知 ， 前 述 条 件 (ii 与 


(5,5). 


(ay az 3z ar 


ou 2v du ED 


iiy x, XX, = az əx _ 9% 9r A0 (5.6) 


, ðu LI du ðv 


| 0x 97 əy əx 
L ðu ðv du àv 


等 价 。 

而 此 条 件 (ii)″ 又 与 下 面条 件 ( 广 )” 等 价 。 

Gi) x, 55 x, 在 曲面 $ 上 各 点 线性 无 关 。 

例 5.1 参数 表示 

x = cosb sing, y = sinbsiny,z = cosyg,(0<8 一 2r,0< 中 <) 
表示 球面 %?*+y?+ =l 的 一 部 分 ,定义 一 个 局 部 曲面 (U.f,S).U 
与 $ 如 下 图 2,2 所 示 。S 是 从 右 侧 的 球面 去 掉 对 径 点 P(0,0,1) 与 
Q(0, 0, 一 1) 以 及 连结 P 与 8 的 半 个 大 贺 。 确实， 在 这 种 情况 下 ， 在 
UTR FX. 

xa x xal = [sing] 2x0, .Xe x xxs0 


设 U 与 六 为 平面 上 的 开 贺 盘 ， 并 设 给 定 了 连续 映射 fV >U. 
BLASCO, p) (0,9) CV) 在 平面 U 上 的 坐标 为 Q1(8,95,0(8,9)) 
时 ,如 果 天 上 的 函数 w(0,92,0(0,9) 79 C* 函数 ， 就 说 /7 一 7 S CT 
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映射 ， 当 j :太一 也 为 同 胚 映射 ， 而 且 f 与 广 ! 为 CT, foul 
做 C* BE. 

当 fF-U 为 CREER, EV ROER O, Ab, f 的 雅 可 比 行 
列 式 满足 


. ðu ov | 
|98 ^96 | 
9(u,v) | 
TTE = | 0 (5.7) 
(6,9) | gy av | 
— 一 -一 一 
| og 99 | 


Bj, WR VU 为 容许 坐标 变换 或 简称 之 为 坐标 变换 。 

设 (U ,中 , 5 ) 为 局 部 曲面 ，f :VP->U 为 容许 坐标 变换 。 这 时 ,如 果 
用 方程 x*= x*(09,q9) 表 示 复 合 映射 6* — pof :一 5,x(W,v) 表 示 中 :U 一 
S, W] 


au av _ 8u av 


xXQ*--—x, do. XQ, X*-— x, ———X 
b 20 u 30 v? 9 3 中 u 9 v (5,8) 
ou ov i 
30 90 
xQ* xxt | XX, (5.9) 
Ch 2v 
| ap 29 
/ 
K —— 9 
U 一 人 人 


图 2.3 
然 因 XxX, 六 0， 故 由 (5.7) 得 Xo*Xx xsss0。 从 而 (OE.9*, SON 
一 局 部 曲面 。 从 常识 来 看 ， 容 许 坐 标 变换 更 换 局 部 曲面 8 的 参数 ， 相 
当 于 解析 几何 学 的 坐标 变换 。 


【问题 5.1】 EE EXE D ExEXG Ct PX fx.) 的 
图 形 
S={(%,y,z) ls=/(x,y),(%,7) €D} 
为 局 部 曲面 。 试 证 明之 。 


$6 简单 曲面 


对 于 欧 氏 空间 Es 内 的 子 集 5S ,如 果 存 在 满足 下 列 条 件 (i,(ii) 的 
局 部 曲面 族 罗 ={(7 ,0,0)} 时 ， 称 S 为 简单 曲面 . 

(i) S= UU,,0 c pO 
即 对 于 S 上 任意 的 点 已 ， 存 在 属于 办 的 局 部 曲面 (U 9, 0) 使 得 PC 
0. 

(i) 对 于 435375 QU,9,0), O 为 E* 的 某 个 开 集 6 与 5 的 
公共 部 分 。 即 Q=SnC。 

这 时 ， 局 部 曲面 族 多 叫做 简单 曲面 5 的 atlas (意思 是 地 图 册 ， 
译 做 图 册 ) ， 史 的 元 、 局 部 曲面 (UV ,0,0) 或 Occ S) 叫做 简单 曲面 S 
的 华 标 邻 域 。 根 据 上 列 条 件 ( 证 ) 得 坐标 邻 域 0 为 9 OA E? 的 自然 拓 

扑 在 S$ 上 引入 相对 拓扑 ) 的 开 集 。 总 
之 ， 条 件 ( 记 的 含意 是 开 集 族 {O1( ， 


9,0) € 8 ) 为 简单 曲面 S 的 开 复 盖 。 
/ 5 4/3. 27 如 果 局 部 曲面 (U;8,0)E 另 能 用 方程 
VC x=x(u,v) ((u,v) cU) 
5 7 表示 时 ， 就 说 此 方程 为 简单 曲面 $ 在 
UM 坐标 邻 域 O 的 局 部 事 示 。 
在 此 第 二 章 与 下 面 第 三 章 只 讨论 
B na 简单 曲面 ， 故 常常 将 简单 曲面 略称 为 


du. 
HTAR, p, 0), 0 为 曲面 8$ 的 开 集 ， 而 且 给 定义 5 的 
Em sum 0.9.0) ,依然 得 到 5 的 图 册 时 ， 有 时 称 ( 到 ,中 ,O ) 为 


Bei S D I sb | 
例 6.1 并 证 单位 球面 S$:%*+7?+? cd 为 简单 曲面 。 
aem 在 球面 5 中 考虑 下 列 六 个 子 集 : 


O.*= {a,7,2) ESI x>0}, OQ. (xy D ES x0) 

0,* - (Gy, ES y20), O,- - (sr, 2€ yo) 

Q,* - (y Ed 2220), OL - (GO, y, E S20 

其 次 设 U={(u,2) |u? roi) meigo, UO." 与 07.U-— 
0. Y B PR 


0,*(u,v) — (u,v, / 1-0-0) 
EO:， ((u,9) € Us 
0," (u,v) 2 (u,v, / 17u -v*) 

EOS, u,v) EU) 

定义 。 以 下 同 理 定义 映射 

9,*,U—0,', 9,7,U—O0., 
8,*,U—O0,*, 0,7,U—0,, 
设 六 个 局 部 并 面 (UV ,8x* ,0 )， 
ud O W, 97, 0,0, S Us 97 ， 
0,) 所 作 的 集 为 4. BA, x sgg DEAE. OD. HER 


面 $ 为 简单 曲面 。 CGE) 

Hd O,n0.—2. STU LAS", 
9,*(u,v) = (lv 1—-ui-w* v), 0,*'(Qu,v) =U, v, / 1 — u? — o? ) 
A (9,97!(00,*00, 5 (9,571(00,*00,;5 一致， 为 图 2.6 里 
在 图 所 示 开 部 盘 〈 开 半 阅 盘 ) V. DD, S 

0- (8,571.09, *,.F XV, 

i901, = (u, (qu, DEV), w 

w-u, vel or 
是 表达 0 的 方程 .显然 ,98= (0,0 7120,* 25 C^ gj26. 03 T] ?之 09, 所 以 

DCU. v -v 
aao C ygi g C9 

d 65 5129， VP->V 芒 容 许 华 标 变 换 。 在 球面 5 的 其 他 坐标 邻 
域 的 公 下 部 分 ， 同 详 的 论断 成 立 。 (参照 后 述 定 理 2.1) 《证 毕 ) 

例 6.2 各 图 2.7 所 示 , 日 相交 的 面 下 
不 是 本 节 定 义 的 曲面 (简单 曲面 ). 原 因 是 ， 
ERARE BA P ,53 含 了 的 任何 开 集 G 与 
面 的 公共 部 分 NG SI matr m. 

例 6.3 网 2.8 表 示 足 尔 8 将 左 侧 的 
条 形 面 段 V 喘 为 右 便 的 面 忆 . 今 当 点 4 EC 
Rl 向 左 侧 无 限 远 离 时 ， 让 其 对 应 点 4 = 
0(@) 无 限 接 近 点 了 = 9p), 这 时 ,不 论 怎样 2,7 
选取 Es 的 含 P 开 集 G ,但 DOG SPUR 


并 不 同 胚 。 因 此 ， 如 上 图 所 未 。 下 不 是 本 节 定 义 的 曲面 (简单 曲面 。 

《注意 》 在 $ 28 将 重新 定义 曲面 。 上 述 例 6.2 与 例 6.3 ARE 
面 是 $ 28(p.201) 之 未 定义 的 曲面 . 

取 曲 面 S (更 图 2.9) 的 两 个 坐标 邻 域 (U，9，0) 与 (VY，q, 0 )， 
设 O NO 在 @B. 设 S$ 在 0 与 0 里 的 局 部 表示 分 别 为 

x-x(u, v), ((u, v) CU), x-x(u, v), ((u, DEF), 
EON oA ip 故 

1,9, 0" (Qn 93-9" OND) 

是 1 对 1. 于 是 当 m v)-x(u, TF)EONO 时 , 则 pilu, v) = 
Qu, v), WO TE 

U-u(uvc,9-v(u,v,((u:c87(0n0) (6.0 


q7c00f10) 


表示 之 ， 得 等 式 
x(u, v) —-X(u(U, v), v(U, 2)), 
方程 (6.1) 叫 做 坐标 邻 域 0 与 0 的 公共 部 分 0 (OD SE E RA. 这 时 ， 
下 述 事实 成 立 。 
坐标 变换 (6.1) 是 C^ 映射 ，1 对 1 ， 且 其 雅 可 比 行列 式 满足 


9(u,v) - rZ E 
auv) 0 (Qu, v)c87!(000)) (6,2) 
《证 明 〉 设 局 部 曲面 (Y，q，0) 的 局 部 表示 如 下 ， 


X—X(u, t€), Y-y(u, v), z- z(U, v) (6,3) 
XonO 的 任意 点 ， 根 据 (5.2) 知 ， 可 以 设 在 包含 此 点 的 充分 小 邻 域 
KS, 


ELSE (6,4) 
成 立 。 故 由 风沙 数 定理 ， 可 解 (6.3) 得 
u-f(x, F), v-8(X, Y) (6.5) 
PE f, s 是 CC” 应 数 。 此 外 ， 关 于 局 部 曲面 (U，8,，0) 的 局 部 表示 
X-x(u,v), y-y(u,v), .2= 2(U, v) (6.6) 
也 可 假设 在 邻 域 丈 里 
OE 0 o €6.D 


(应 当 指 出 ， 根 据 (5.6)， 假 设 (6.4) 与 (6.7) 的 含义 是 法 向 量 NNW iz 
分 量 不 为 0), 然 因 于 ONO 上 ,x(u,9)= X u, v), y Qu,9) 2 y Cu. ,9), 
W x =x(u0)，7 =7(22) 代 入 (6.5)， 则 得 

u-u(u,v), $ -v(u,v) (6,8) 
这 就 是 (6.1)。(6.8) 的 右边 的 也 (wz) 与 3(2， v) C 函数 .此 外 ， 
《6. 8) 的 雅 可 比 行列 式 由 

3(B,D)  9(u,9) O(x,y) 


9(u,ov) | 9(X,y) u,v) 
决定 。 故 由 (6.4) 与 (6.7) 可 见 


9(u,v) 
alu, v) 
由 上 述 (6.2) 立 即 可 得 如 下 定理 。 
定理 2.1 在 曲面 $ 的 两 个 坐标 邻 域 的 公共 部 分 的 坐标 变换 是 容 
许 变 换 。 


n3! (证 毕 ) 


$7 切 空间 切 向 量 


曲面 上 的 曲线 考虑 曲面 5 与 区 间 了 . 设 已 给 定 映 射 C: 7 一 9， 
— 34 — 


对 任意 的 tSCI, WAA COD (E 5 ) 的 坐标 邻 域 (U0 ,9,O)。 这 有 时 ， 
iE C4) 8C ,0,) Cs EUREK ME to 的 子 区 间 Z CC D f 
得 Dco, Wc.I-O8WAZR 

x-x((Q), 2(t)), GET) (7.1) 
表示 。 式 中 x=x(4,?) 是 (U ,9,0) HAWER, u) vt) 是 在 
了 上 定义 的 函数 。 如 果 在 区 间 了 上 ，x(t) 与 e(t) 都 是 C” 函数 ， 那 末 
C :7 一 S 叫做 曲面 3 上 的 -C” 曲 线 , 我 们 规定 今后 如 不 特殊 声明 ， 只 


rg mra mms 


说 曲线 时 》 其 含义 是 69 Hh. BR. (0.0) Æ ESO WE ELDILPEP 了 -> 
SCE: 的 方程 。 把 C 看 做 E? 内 的 曲线 时 ，(7.1) 是 它 的 局 部 表示 。 
又 方程 
u-u(), v-v(0, GET) (7.2) 
叫做 曲面 $ 上 的 曲线 CEARR, 8, O)H nS Ry Spam. 
运用 曲面 $ 上 的 曲线 C (不 必 是 正则 的 ) 的 局 部 表示 《7.1) 与 
《7.2)， 洲 求 点 尼 =C(CDOCCO) 处 C 的 切 向 量 ， 得 


ode 
在 曲面 S 上 的 点 尸 处 ， 
通过 点 了 P，5 上 曲线 的 切 向 
量 吕 做 曲面 5 在 点 了 的 切 向 


量 。 这 是 曲面 的 切 向 量 的 定 
义 。 其 次 ， 在 点 书 对 于 任意 
数 a,b, ZEAR 
A=a(x,)p +h(x,)p, 
图 2.10 这 时 考虑 以 
uuu, v=v, +bt 

为 局 部 表示 的 8$ 上 曲线 C 《 设 P 的 坐标 为 Uas vo, 则 种 为 此 曲线 
C 在 点 尸 的 切 向 量 ，4 为 曲面 8 的 切 向 量 。 故 曲面 8$ 上 一 点 P 处 5 的 
切 向 量 全 体 的 集 为 


M 


T,(S) = {a(x,)p +b(x,)pla, bc R) (7.3) 
这 个 Tp(5) 显 然 是 二 维 向 量 空间 (为 证 明 这 件 事 ， 运 用 x, 与 zx。 线 . 
性 无 关 ) 。 这 个 Tp(5) 叫 做 曲面 5 的 切 空间 。 整 理 之 ， 得 
在 曲面 $ 上 点 了 处 的 切 空间 Tp(5) 是 二 维 向 量 空间 ，x, 与 x, 作 
成 它 的 基底 。 
如 果 及 ETp(M)，P. 包 含 于 坐标 邻 域 (U，9,，0) 内 ， 那 末 在 点 户 
可 表示 成 | mE 


A - a(x,)p t b(xp (7,4) 
因为 “与 ”唯一 地 决定 ， 所 以 数组 ( Jm cm E A EER AUR O 的 
2m. 
法 向 量 在 曲面 3 上 的 点 P 与 任意 
切 向 量 都 垂直 的 单位 向 量 入 叫 做 点 也 处 M 
的 单位 法 向 量 .在 坐标 邻 域 (V，6，0) - 
里 ， 普 通信 由 aa a A 
xxX we 
Vo ex o CO? 


决定 。 这 样 一 来 ， 单 位 法 向 量 入 沿 着 局 
部 曲面 0 连续 地 分 布 。 至 于 在 简单 曲面 
的 整个 域 上 是 否 能 够 决定 单位 法 向 量 叉 连续 地 分 布 ， 尚 不 明确 。 
【问题 7.1] 试 证 下 列 曲 面 的 法 向 量 入 的 分 量 (N,,，N,，N,) 可 
表示 如 下 ， , 
(1) xzu, y=v, z=f(u, v) MM z=, y)). Bik 
fix, DE xy 平面 的 荣 域 上 是 C" iE. 


图 2.11 


-P -q 
N. =- N, sl = 一 一 一 一 一 一 
x > vV1-p g^? z V1 p xq 


(p-f, q=f,) 
(2) 回转 面 x-ucosv, y=usinv, z=ọ(4), 但 设 中 (2 为 
C* REX. 


N.= e'sinv | e'cos N = u ,. do 
rg o tf yug t Cr ub xui NT du 


坐标 变换 “对 于 曲面 $ 的 二 坐标 邻 域 0 与 0, 设 OOs 条 . 设 S 
在 O50 的 局 部 表示 分 别 为 


x-—-x(u, v), x-x(u, v) (7.6) 
又 设 在 On 可 上 的 坐标 变换 为 
u-u(u, v), v-7v(u, v) (7.7) 


故 将 (7.7) 代 入 (7.6)， 则 在 GNU 
x(u, v)-— x(u(u, v), v(u, v)) 
成 立 。 仿 微分 此 式 两 边 ， 刚 在 Onw 上 得 


. 9u — 9 — ðu — 29 — 
X=- u FT “au S” X.Q— Jv xr +t v x7 (7,8) 


SE PONT 取 切 向 量 A， 设 和 在 坐标 邻 域 0 与 0 的 分 量 分 别 为 
a a 
G) (D) 
A-a(x)ptb(x)p-u(Xgptb (F7)p 
PET, au - [99 2v 
a (Ox) at 让 b b- ov) cr) b (7.9) 
P P P P ， 
称 之 为 伴随 于 坐标 变换 ( 7.7 ) 的 向 量变 换 式 。 其 次 设 在 0 与 0 内 定义 


的 单位 法 向 量 分 别 为 与 六 ， 则 在 0O NO0 DN, NSN zl TF X SX 
Kx. 


9(u,v) 
N = sign( C» E w (7.10) 


【问题 7.2] 试 证 上 列 (7.10) .运用 丸 的 定义 式 (7.5) 与 上 列 (7 
8). 


曲面 的 方向 ” 汝 曲面 8$ 其 有 满足 下 述 条 件 (C ) 的 图 册 规 时， 就 说 
S 是 有 向 的 ， 也 说 3:3 S 一 个 方向 。 

(CO 任意 取 史 的 两 个 坐标 邻 域 (U，6,0) 与 (UL，b U) 如 果 
O NUNS, WF OnC 上 的 坐标 变换 


(u,v) 
àv) ^9 (7.11) 


成 立 。 但 设 (4，2) 与 ( 王 ，D) 分 别 为 在 0 与 0 上 的 坐标 。 

由 (7.10) 与 (7.11) 可 得 下 列 事实 。 

当 曲 面 有 方向 时 ， 则 在 整个 曲面 上 能 够 连续 地 定义 单位 法 向 量 
N. 

还 知道 下 列 事实 。 

如 果 曲 画 $ 有 方向 ， 则 8 具有 两 个 方向 。 

Bl 7.1 直观 地 可 以 理解 球面 具有 方向 。 仔 细 调 查 在 例 6.1 里 作 
的 球面 的 图 册 能 够 证 明 这 件 事 。 

例 7.2 如 图 2.12 所 示 ， 
曲面 5 叫做 Mobius 带 .从 图 
2.12 可 昂 在 此 曲面 SERET 
能 连续 地 定义 单位 法 向 量 N， 此 
曲面 § 没有 方向 。 

简单 曲面 的 拓扑 学 性 质 - 首 
先 ， 下 列 事实 成 立 。 

如 果 曲 面 5S 连通 ， 那 未 5 弧 
连通 。 即 对 于 S 上 两 任意 点 卫 ， 图 2.12 
Q@，、 存 在 连结 P 与 Q 的 (在 S$ 上 
的 ) 曲线 。 

《证 明 〉 K. 

例 7.3 有 二 曲面 5 与 T， 设 7T 连 通 ， 而 且 S CT。 WRS (在 
E* 内 ) 是 闭 集 ， 那 未 $=7T。 总 之 ， 当 曲面 $ 是 闭 集 (做 为 B54 的 
子 集 ) 时 ,以 5 为 真子 集 的 曲面 并 不 存在 .证 明 以 上 的 事实 。 故 当 曲 面 


S &g E* 内 的 闭 集 时 ， 称 曲面 8 是 完备 的 。 

《解答 〉 SHE 的 闭 集 . HScT, w SAT =S. Wit S 为 
T 内 的 闭 集 。 其 次 证 明 5 在 7 内 是 开 集 。 为 此 任 取 点 PCS. inm 
面 5 的 含 了 坐标 邻 域 O， 则 存在 * UFEC (包含 P), 0=SNG， 
然 因 O 能 看 徐 曲 面 7 的 坐标 邻 域 ， 故 取 避 ? 的 充分 小 开 集 CU, WO = 
TNG’。 即 0 在 T 内 是 开 集 。 A PC S 是 任意 取 的 ， 此 事实 说 明 S 在 
T 内 是 开 集 .在 这 里 如 果 运 用 TT 是 连通 的 ， 因 为 Se UE SPI 
(在 TT 内) 又 是 开 集 ， 所 以 $= 了 。 GE) 

《注意 》 mA E 的 子 集 S={(%, y, z)| z=% +y7, z<1} 
是 一 个 曲面 ， 但 $ 并 不 完备 《EE 内 的 闭 集 ) 。 而 闭 集 

S-((x, y, D| z=%?+y?, z«1) 
不 是 曲 商 。 原 因 是 ， 对 于 包含 点 PA, 0 1)E5 的 任何 ( E? B) 
FEC, Snc 与 平面 的 开 圆 盘 不 同 胚 之 故 。 有 了 时 这 样 的 S 叫做 有 边 
界 的 曲面 . 

当 曲 面 8 做 为 点 集 紧 致 时 ， 称 8 为 紧 致 的 曲面 或 闭 曲 面 。 如 果 井 
面 $ 有 界 而 且 是 ( Es 内 的 ) 闭 集 时 ， 它 是 紧 致 的 。 例如 球面 与 环 
m (参照 例 19.4 ) 是 闭 曲 面 。 总 之 ， 从 常识 来 看 ， 闭 曲面 是 有 界 而 
且 无 边界 的 曲面 ， 因 此 紧 致 曲面 叫做 闭 曲面 ， 

规定 今后 在 本 书 里 ， 只 考虑 连通 曲面 ， 如 果 只 说 曲面 ， 就 是 指 
连通 曲 重 而 言 . 

me ues 上 的 连续 函数 f:SR. EES PUES SOR 
CU，9，0O，)， 复 合 映 射 fog,U—R REKORA U LARR, 
是 二 变数 (4，2) 的 函数 。 用 

fats v) 
表示 之 ， 当 f.Q0xRCT 函数 时 ， 则 给 定 的 函数 了 叫做 曲面 S 上 的 
C° EB. ait, feu, ouik f 在 坐标 邻 域 O 里 的 局 部 占 示 ， 在 无 
含混 的 可 能 时 ， 将 fou exin 
fC v), (qQ, v)€0) |o (12) 
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BEA ”对 于 曲面 $ 的 各 点 了 ,有 PP 处 的 切 向 量 Xo 与 之 对 应 时 ， 

称 此 对 应 为 向 量 场 三。 在 任意 坐标 邻 域 DO 内 的 点 也， 
Xp=X'(P)(x,)p+ X (P) (x) (7.13) 
在 这 里 ,P c£ X'CP) 5j P > 和 (了) 分 别 决定 在 QO 里 定义 的 函数 X' 与 
X (CO HUESLES X 与 站 :是 C^ 通 数 时 ,给 定 的 向 量 场 五 叫 做 C? 
向 量 场 。 因 为 今后 仅 研 究 C” 向 量 场 ， 如 果 只 说 向 量 场 ， 就 是 指 的 
C° HEH. Maia X Eg A PA X, 恒 为 0 时 ,美加 做 零 向 量 场 ， 
以 符号 0 记 之 。 若 是 (7.13) 对 于 任意 点 PE OO 都 成 立 ， 则 以 
X-Xx,4 X?x, 

dm. MZA ERU) X (b bn Apis E 
0 的 局 部 表示 。 下 列 通 数组 叫做 到 /一 一 一 一 » 


TO! EH TO. 1 - 


X: zc 
x: ) 

iSSGAuAatI5SX, YO, v 
Sm&uP.Z,-X,-Y wor zufx5sYcqu.uz-X- 
Y ic. 

MEX C UüfWN, ESHER P, W»-faoPX, 
BEXEBUIEHEERIZW UAX f E V = fX ilc. WAX, YEER 
邻 域 O ISEDH 

1 i 
qd 


则 +Y 与 fX 在 0 的 分 量 分 别 为 


GE) 02) 


图 2.13 


设 在 相交 二 坐标 邻 域 O 与 Okb, WqEGLX O4 BÁYXMIS . 
X: X: 
Ge) (s. ) 


在 0 与 0 的 坐标 分 335 cu, vu, v), Wu 


ðu dp 
X,—— 一 一 
Ju *Ft àu 7? 
(7.14) 
ou LE 
X= -—- 一 uM 一 
ET) xz 9e ™ 


Y ou ou 
ğı: = 2U yı Uu y: 
2u * 2e A ， 


(7,15) 
XY: = 9v X! op Xe? 
(x jom ouw) fa 
| du 9v i 
= | | (7.16) 
o 9v 9v | | 
X: | au v j (X?) 
它 叫 做 向 量 的 变换 式 。 


方向 导数 ” 设 在 曲面 9 上 给 定 C- 函数 f 与 向 量 场 X。 在 一 华 标 
邻 域 里 定义 C” 函 数 | 


Oups xiu x f (7.17) 
u ðv 


AHRI! 5 X? 为 下 在 O 里 的 分 量 。 如 取 另 一 坐标 邻 域 0， 同 样 定 
XX. WBERG.15:7EO N CO 里 可 以 证 实 
(XH. = (Xz 

成 立 .从 而 ,各 (1) ,在 曲面 $ 整体 上 决定 一 个 C^ PEE. 此 通 数 以 Xf 
Xm, ntf 在 方向 六 上 的 方向 导数 。 对 于 两 个 C” BUR. 8. 

Xlfe)= Xe + f(g) 

X(f vg) - Xf * Xg 
成 立 . 在 这 样 含义 下 ， 向 量 场 避 作用 在 C^ 函数 上 , 象 微分 算 子 一 样 。 
还 有 下 列 事实 成 立 ， 


(7.18) 


TIU PHA IPEEISX, Y, HTA C^ mE f 
Xf -Yf 
KAR, X=Y., 

【问题 7.3) 设 P 为 曲面 5 的 坐标 邻 域 O BER. UP), oP 
为 其 坐标 。 根 据 对 应 了 iu (P) 5 P iP) 分 别 决 定 在 O 里 定义 的 
Pü3k t eo, Cia C BA, UREO 里 的 华 标 函数 。 对 于 S 上 的 
[5] & 15 X , 

X! - Xu, X*-Xv 
为 下 在 坐标 邻 瑾 O 的 分 量 。 试 证 明之 。 

对 于 曲面 S 上 的 任意 少数 f, 对 应 以 一 个 C" 函数 Df 的 算 子 D， 

如 果 对 于 和 企 意 的 C” 函 数 f. g 

Dfg»- (Da fae», 

D(f +g) -Df * Dg 
成 立时 , 则 力 叫做 微分 算 子 。 当 给 定 微分 算 子 DD 时 ,存在 一 向 量 场 头 ， 
对 于 所 有 的 C” 通 数 f，Xf=Df 成 立 。 GERK) .由 问题 [7.3] 可 
Al, (ES RADIO, X'-Du, X? = Do 为 此 向 量 场 居 的 分 量 。 

括 弧 积 ” 当 在 曲面 8 上 给 定 二 向 量 场 和 万 ， 工 时 ， 对 于 任意 6C” 国 

数 f. $ 
(X, Y ]/ -X(OY f) -Y(Xf). 

这 时 

LX, Y3/2 -CX, YIÐg+ (X, Yg) 

CX, Y1(f-2-(COX, Yl1f*UX, Y 10) 
K. HCEX, YIS- ADAT., WRR- AMA. EAEC, Y] 
UAX 5Y EME. l 

【问题 7.4】 对 于 任意 向 量 场 入，Y，Z， 试 证 下 式 。 


(7,19) 


(1) LX, Yl--IY, Xx 
(2) CX, Y * Z]-ULX, Y 14U0X, Z] 
(3) eX, Y]-c[X, Y] (c 为 常数 ) 


【问题 7.5) 试 证 上 述 (7.19) 。 


【问题 7.6) 对 于 任意 向 量 场 天 ，Z，Z， 试 证 下 式 〈 叫 做 雅 可 


北 恒等式 ) 。 
tX, CY, Z]1«[Y, [Z, X11+[Z2, (X, YI]=0 (7.20) 


【问题 7.7】 试 证 以 下 事实 ， 
(1) 当 在 坐标 邻 域 O 里 ， 姑 与 也 的 分 量 分 别 为 


X! Y! 
G3 €) 
时 ， 则 括 弧 积 E[X，Y ] 的 分 量 为 


(| 
| 


ðv 


(E aw ES! 


(2) [问题 7.6] 的 (7,20) 成 立 。 (运用 (1) 的 结果 )》 


$8 第 一 基本 量 


在 曲面 $ 上 的 一 点 己 的 切 空间 了 p(S) 内 ,以 
CA, B)p=A'B (A, BETpCS)) 
定义 肉 积 , )p, 但 右边 的 4 ' 召 表示 E? 内 的 内 积 . 取 任意 向 量 场 
,了 ,用 对 应 了 (Xp, YPP EXKI S 上 的 C MAUX y, 
穆 为 向 量 场 六 与 Y 的 内 积 . | 
设 坐标 邻 域 0 VOS AS E 7g Qu! u*), I EL BEZg1E, EER SERE Ab 
标 系 用 (zw ，2) 表 示 了 ， 但 今后 常常 改写 成 =u, u*-v, bA OW S 
x,—gkQ xs=x 设 下 与 也 在 坐标 邻 域 O 内 的 分 量 分 别 为 
X' Y! 
(s ) ye) 
MEONX=X'x, +X?x,, Y=Y'x, + 了 2x,， 故 内 积 (下 ,了 ) 在 O 
内 的 局 部 表示 是 


ae Qs) (ors) 


= 5 xp XY! 
i.i=1 
于 是 在 坐标 邻 域 O 内 考虑 C RA 
Bji = Xj Xs (8.1) 
则 在 0 内 
(OX, YO- Y, gu XY) (8,2) 
).d-i 
AB EE 


Ea 8i 
uo - C ) esci 
Fm 81, 


在 坐标 邻 域 O 的 各 点 是 对 称 的 正定 矩阵 ， 称 之 为 在 坐标 邻 域 O 内 曲面 
S 的 第 一 基本 量 。 经 上 典 地 常常 记 做 
E=gu, F-85784 Cg, (8.3) 
这 时 ，(8.2) 变 成 
(X,YO-EX!Y!c-F(QX!Y? + X?2Y) - GX?Y? (8,4) 
因为 (84n) 为 正定 短 阵 ， 所 以 了 式 成 立 ， 
E =gu>0, GC-gu0 


det(g .| £u En 


Em 82 | 
规定 ” 求 和 符号 
Lo ez» X Xo B 


= EG- F?>0ọ0 


此 外 ， 除非 特殊 声明 ， 假设 指标 h, i Í» k, ts Ps 0, r 等 均 取 值 
1 或 2。 
长 与 角 C m 


Axle v 30 » | Xo es (8.5) 


np n Eo X 69 ez. OCC lY 1 到 处 不 为 0 时 ， 由 
| (X, YO 
ixi-iYi 


cos = ，(0 三 8 入) (8,6) 


决定 的 9 叫做 向 量 场 和 与 了 1 UPS NEUE PM T ((X.YO-OHR, 
miix'Y xx. 
ii resrgbu Pa, e, OU + du, v+ dv) 间 的 距离 4s 的 平 
JADAN 
ds? = dx-dx 
= (x du + x dv)» (x,du + x dv) 
= g, cdu)? + 2g ,,dudv + g,,(dv)* 
Dag. DEA 
ds? = B g ,,duidu! 
Edu? s oFduds + G(do)* (8,7) 
MU S 的 (在 坐标 邻 域 O 内 的 ) 线 素 或 第 一 基本 形式 ， 是 表示 第 一 
iA 本 量 的 一 种 方法 。 

ER EHS ERRENA, Os fe T, PUGNO 分 别 为 
Pu, v), 
Q(ut£,v) 

Rr +8,0 +ô), 

T(iu,v +ò) 

(2,020) 
如 图 2.14 Bre. P» Qs 
尺 ， 了 所 力图 形 PORT 的 
面积 可 用 微小 向 量 xe 与 
x,8 为 二 边 作 平行 四 边 形 的 
面积 . 图 2.14 


do -|x,X x,led 


EH., BA 
| . . | | 
le xx NB Ea log 
i | X,*X. Xx. | IET £5 
* 4B —— 
所 以 得 do=wg cb, g -det(g,j) (8,8) 


式 中 det(g; D onIBIECg;  BTEUX. KESTER (U,, 
0 ) 内 的 有 界 闭 域 D(CO) 的 面积 4 由 二 重 积分 
4 -ffa v/ g dudv 
决定 。 上 式 右 边 简单 地 记 做 
A4=|[vV edudo, gm nx m (8,9) 
D 
于 是 ， 由 ( 8.8 ) 决 定 的 de 记 做 ， 
do= g dudv = EG- FK? dude (8,10) 
” 称 之 为 曲面 $ 的 (在 坐标 邻 域 O 内 的 ) 面 积 守 .对 于 S$S 上 的 连续 好 数 / ， 
二 重 积 分 
fv g dudo - (| fdo (8.10) 
D D 
叫做 ff 在 DP 上 的 积分 ， 用 右边 的 符号 表示 之 。 当 域 D 很 大 ， 包 含 于 两 
个 以 上 坐标 邻 域 内 时 ， 上 述 积分 (8.9) 与 (8,11) 以 后 再 加 论述 。 ( 参 
F8 .p.5D. 
曲面 $S 上 的 《正则 ) 曲线 c.[—S( I -[a, b]) 之 长 ， 根 据 定理 
1.18 
Lco) = [near 
决定 。 如 果 做 为 图 形 的 曲线 c《 I》 包含 于 一 个 坐标 邻 域 O 内 时 ， 由 
(2.5》 与 (8.5) 知 
L(c) «f y Xi FERU OR H Oor Dar, 


式 中 曲线 c 用 方程 u=u' 0), v= RRT. AERA 


LO-|VY EE dt (8,12) 
表示 。 对 于 未 必 是 正则 的 曲线 c，(8.12) 也 表示 其 长 。 当 cC DRB 
含 在 一 个 坐标 邻 域 内 时 ,将 闭 区 间 了 适当 地 分 割 成 有 限 个 闭 区 间 Hs, 
es L, 可 使 c0,» ，…，c() 分 别 包 含 于 一 个 坐标 邻 域 。 于 是 ， X 
£1, =e €, 分 别 为 c Eli e L, 上 上 的 限制 ， 则 用 (8.12) 计算 
Ltc1)，…， 工 (ec,)， 作 它们 的 和 可 得 得 线 c 的 长 LOO 

L(c)=L(e) &-- + L(e,) 
距离 ”在 曲面 $S 上 任意 取 两 点 忆 ，@， 今 
D(P,Q) 7 g.l1, b, L(e) 
但 设 关 于 连结 尼 ，@ 的 所 有 正则 曲线 取 g.1,b， 邯 对 于 连结 了 P，Q@ 的 
任意 曲线 c, 
D(P, Qo «L(e) 
对 于 任意 正 数 ce。 存在 连结 P 与 Q 的 正则 曲线 có 满足 
D(P,Q) +e>L(e’) 
这 时 下 列 事实 成 立 (参照 例 8.1) 。 
P, Q, RAKES 上 的 任意 点 ， 则 
G) DP, @) - IQ, P) 
Gi)  D(P, Ry) «DcP, Qo) «DqQ, R) 
Gii) D(P, Q)20, D(P, Q) 0 P-Q 
总 之 ，DD 满 足 距离 公理 。 从 而 ，DCP，Q) 叫 做 二 点 P , 8 在 曲面 $ 内 
的 距离 。 设 P，Q@ 在 ;内 的 距离 为 4&(P，@)， 显 然 下 式 成 立 ， 
D(P, 0)>d(P, Q) 
例 8.1 AIEG), Cii), Ciii), 
《解答 〉 G) 的 证 明 。 因为 申 线 的 长 与 其 方向 无 关 ， 所 以 显然 
G) 成 立 。 . 
(i) ”的 证 明 ， 对 于 任意 : 汪 0, 有 连结 P 与 8 的 正则 曲线 ci 使 得 
D(P, Q)+e>L(c,) 
此 外 ， 有 连结 8 与 及 的 正则 曲线 c。 使 得 


D(Q, R) «ez L(c,) 
连结 c, 5 c。 得 折 昌 线 ， 但 在 连结 P 与 0 的 正则 曲线 < 中 存在 满足 
L(e)L(c,) € L(e;) € 
者 . od 
D(P, Ry<L(c < Le)+ 
L(c,)+e<D(P, Qo « D(Q, R) 
1 3€ 
AA e 为 任意 正 数 ， 故 得 
DOP, R)«D(P, Q) -D(Q,R) 
dii) 的 证 明 。 设 忆 ，@ 间 在 图 2.15 
Es 的 距离 为 dP, Qo, m 
D(P, 0)2:d(P, Q)—0 
其 次 ， 设 DOP, Q0, Hn EXTR, dP, QD «0, 故 得 P-Q. 
反之 ， 如 果 卫 =Q， 显 然 DCP，0) = 0。 (证 毕 ) 
运用 上 述 定义 的 距离 万 可 得 曲面 $ 为 距离 空间 (S$，D)。 当 此 距 
离 空间 (S$S，D ) 完 备 时 ， 称 曲面 S$ 是 完备 的 这 种 定义 与 § 7 (参照 
p.39 ) 定 义 的 完备 性 等 价 〈 证 略 ) 。 
连结 曲面 $ 上 两 点 P，@ 的 正则 曲线 c 中 ,如 存在 上 (ec) sD, 
Q), Hj c 叫做 连结 已 与 @ 的 短程 线 。 就 平面 而 言 ， 连 结 二 点 的 短程 
线 是 线段 , 它 必 然 有 而 且 只 有 一 条 . l 
但 在 曲面 上 一 般 地 说 这 样 事实 未 必 
成 立 ,例如 .在 从 平面 上 去 掉 一 点 P， pa 
而 得 的 曲面 5 上 ,考虑 如 图 2,16 所 iL © 
示 两 点 了 与 GQ， 不 论 怎样 作 如 图 所 
FHR c, Lee)>DP, O), KE 
FEE P QE, BRAM SZA ANARE S EE 
意 两 点 已 ，@， 的 短程 线 是 存在 的 〈 证 略 ) . 
例如 ， 球 面 是 完备 的 ， 连 结对 径 点 PP，08 的 最 短线 是 半 大 回 ， 这 
样 的 短程 线 〈 半 圆 ) 无 穷 多 ， 


图 2.16 
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【问题 8.1] 试 证 下 列 事实 。 
QD gdür Eu 曲线 与 vz 曲线 的 夹 角 9， 由 


cos - 77 EG 
E. 
(2) u 曲线 与 ? 曲线 正 交 的 充 要 条 件 是 下 =0. 
【问题 8.2】 对 于 以 下 曲面 ， 试 证 其 第 一 基本 量 如 下 所 示 。 


(1) ERI. *-—-acosucosv, y —-acosusinv, z -asinu 


(a0, — yc 0<=v<2r) 


2 
(gi) :( nan 


(2 Bim z-/(G,»». fHi& fæ y iE xy 平面 的 某 域 上 是 
函数 ， [Hit ul =x, u?-y., 


(iji) = UP sgp) (p=f., 9=f,) 


(3) 回转 面 : %=wcosv，7 -usinv, z-qe(u), 1Hit o G2 7j C° 
X, 以 及 u! =u, u? =v, 


[19^ 0 _ dg 
(gi) -( 0 u? 9 p’ = -Au 
【问题 8.3] 设 曲面 在 坐标 邻 域 O 内 的 坐标 为 (w,?). 设 微分 方程 
| Vaa 0 


的 通 解 为 u-f(v, à, (e 为 任意 常数 ) 。 此 微分 方程 的 通 解 表示 
的 曲线 族 中 曲线 与 二 曲 线 正 交 。 试 证 明之 。 

《注意 》 由 [问题 8.3] 可 见 ， 在 则 面 S 的 各 坐标 邻 域 O 内 存在 互 
相 正 交 的 两 组 曲线 族 。 即 在 0 内 适 当地 变换 坐标 系 可 使 新 坐标 系 榴 储 
标 曲 线 互 相 垂 直 ， 


坐标 变换 “ 设 二 坐标 邻 域 0 与 0 的 坐标 分 别 为 (z， v) = (un, 
(Cu, v)-(u!, u?), 则 在 ONO 里 


xz rt QU, 
^ 08 "^ 2g " 
Ju av (8,13) 
一 0v (t$ o 
R. wF ONO 
B= XE XT 
_/ 94 ? ðu ðv + 
Er ety au?” 
" avo «GE y 
au Z ga du £i 


成 立 。 一 般 地 说 ， MOREM 
go vo OW ur 
Esci yif (8.145 
这 是 第 一 基本 量 的 变换 式 ， ikt ono 
(u, v) 
9(u,v) 
£- det(gj)), g=det(g;;) (8.15) 


vg -t a 5 Vs 
但 在 (8.15) 里 ， 要 选择 复 号 D 号 使 右边 为 正 
积分 当 曲 面 $ 上 的 有 和 界 闭 域 D 
包含 在 On DO 内 ， 假 设 在 ONO 里 
9(U,U 
E 7 (8.16) 
成 立 ， 从 (8.15) 可 见 


0,0) ,— 
VE= HE ERAI (8.17) - Bj 2.17 


D ASNS. GE XE) 


这 时 ， 用 两 种 方式 表示 (8。11) 的 积分 ， 得 
IRZ g dudv, 
| f. fw g duds 

将 (8.17) 代 入 第 二 积分 ， 作 积分 变数 的 变换 得 


20,0) ,— 9,9) 
duds = , 30u,9)4 
fL g Cute see E -um dd 


= fÈ AE dua (8,18) 
上 列 二 积分 值 一 致 。 故 当 (8.16) 成 立时 ，、 积 分 (8.11) 的 值 与 包含 有 界 
Wise D ij tg Sp ye ik. 

TERHES ARS, EHA £à S 以 方向 。 这 时 ， 将 任意 给 定 的 8 
ESAR gm numum, D: D, 使 得 各 Di Des 
=, D, BAFI K—-PRPRE, EA 

[if E dudo, noc 7) cae 
与 包含 D。 的 属于 男 的 坐标 邻 域 的 选择 无 关 ， 所 以 设 

[f| fdo = MINE (8,20) 
称 之 为 函数 f 在 D 上 的 积分 ， 以 左边 的 符号 表示 。 

《注意 》 当 曲面 5 不 具有 方向 时 ,一 般 地 说 不 能 定义 积分 (8.20)， 
当 曲 面 $ 有 向 时 ， 积 分 (8.20) 的 值 与 域 D 的 分 割 方法 无 关 一 事 是 应 该 
证 明 的 ， 但 证 明 从 略 。 | 

第 一 基本 量 的 反 蛮 分 量 在 坐标 邻 域 O 内 ， 考 虑 由 第 一 基本 量 所 
fERBEEBJSÉRBEE, SCE 

(gi = (0^! (8,21) 
则 (8;) 吕 做 第 一 基本 量 的 反 蛮 分 最 ,相应 地 (8j;) 有 了 时 叫做 共 变 分 量 . 
因为 (8;;) 是 对 称 和 矩阵; 所 以 (8!) = (6,07! 也 是 对 称 和 矩阵 、 总 之 
gi'- gi, 
Uk, BADGE) = Gio GIO AME VE, 故 下 式 成 立 。 


288,7 M, Bogus" =] . (8,22) 


AH 5] 是 由 
» Ga) 
0 GxXp 
定义 的 符号 ， 称 之 为 克朗 纳 格 的 5. 
再 有 ,对 于 相交 的 坐标 邻 域 0 与 0 ,因为 在 OngO 里 (8.14) 成 立 ， 
所 以 在 OngO 里 下 列 变换 式 成 立 ， 设 ( 副 1) = (En), 则 
g- Y AU ga (8,23) 


【问题 8.41 试 证 上 述 (8.23) 


òi = 


$9 第 二 基本 量 全 曲率 


对 于 曲面 $$ 上 的 各 点 了 P， 对 应 以 Es 内 的 向 量 4A(P) 时 ， 则 称 此 
对 应 为 $ 上 的 向 量 函 数 A4。 当 取 S 的 任意 坐标 令 域 ( U，9,，0O ) 时 ， 
在 U 上 定义 的 向 量 函 数 A0 为 0 内 的 坐标 (4，2) 的 函数 AQv). 
当 此 向 量 函 数 4(z,o) 与 O 的 选 法 无 关 ， 总 是 5” 函数 时 ， 则 称 SE 
HAERA C 级 的 。 

当 给 定 5 的 向 量 场 与 $ 上 定义 的 C” 向 量 函 数 有 4( 4 不 必要 切 
于 $5》 时 ， 设 它们 在 0O 肉 分别 呈 


A, (u,v) 
X- 2 dbi ji» A, » =| Á,(u »| 
A,(u,v) 
的 形状 ， 则 考虑 在 $S 上 新 定义 的 C" 向 量 函 数 
Y1X24,/2u! 
4- [Eran 
X,X0A,/2u: 
”， 称 之 为 4 关于 起 的 方向 导 范 数 ， 用 左边 的 符号 表示 。 此 外 ， 上 式 右边 


的 值 与 所 用 华 标 邻 域 0 的 选 法 无 关 。 
Eu S 的 坐标 邻 域 (VU,9,0), 在 0 里 的 单位 法 向 量 入 是 定义 在 
局 部 曲面 O 上 的 C” 向 量 函 数 . 取 S 上 的 向 量 场 六, 则 ON 5NEH 
( 因 太 之 长 恒 为 1 之 故 ) 。 故 3xN 在 各 点 与 8S 相 切 。 今 令 
L(X)2-92,N (9.1) 
则 LC) 是 定义 在 坐标 邻 域 0 内 的 向 量 场 ， 故 可 令 


LD =( THX! Ja (AF y (9.2) 


XrButfEODPSX-xX XO REBAY LX LA) 叫做 温 加 
顿 上 映射 , 它 具 有 以 下 性 质 ; 对 于 任意 的 C^. B f tts aum m X, 
Y, 有 
LIX+Y)= L(X) & LO, LO X) = fLOX) (9.3) 
在 (9.2 ) 里 出 现 的 ， 定 义 在 0 里 的 C” 郑 数 H^ PERRE 
(Hj!) (9.4) 
表示 温 加 顿 映射 ， 称 之 为 第 二 基本 最 的 混合 分 量 . 
其 次 ， 对 于 向 量 场 和 六 ， 站 ， 作 C” 遂 数 
HX, Y) - CLOXD, Y) (9.5) 


WW] pg. p UTER. 
H(X, Y) - H(Y,X) 
HX -Y,2)- H(X, Z) - HY, Z) . (9,6) 
H(fX, Y) - fH(X,Y) 
XmX, Y, Z 为 任意 向 量 场 ，f 为 任意 C^ RR. 
《(9.6) 的 证 明 〉 首先 由 (9.3) 与 内 积 的 性 质 显然 (9.6) 的 第 2 ,第 
3 式 成 立 。 再 对 wi 微分 


的 两 边 ， 得 


然 因 


Ix; _ Zx a2x 8x; 


Jui  Quidui! Ou'ou! Qui 


W 


出 此 可 见 
Hlxi,x;) = (了 (xi) xi) 二 一 (9,,N ,x,) 


-H(x,;,x) 
6 Hx, x;)=H(x;,x;) (9,7) 
运用 此 式 以 及 (9.6) 的 第 2， 第 3 式 可 得 下 式 . 
H(X,Y)-H(Qxq,X) 《证 毕 ) 
由 以 上 证 明 可 见 ， 下 列 公式 成 并 。 
公式 


2 
= N= -8 
duldu’ Jui 


NM (9,8) 


在 计算 Hj 时 ， 可 使 用 此 会 


对 应 HX, Y) HX,  Dukis 的 (在 坐标 邻 域 O 里 的 ) 
第 二 基本 张 量 ，C” 函数 


H;-Hí(xj;, x) 
所 作 和 矩阵 
(Hj) 
叫做 第 二 基本 量 。 从 (9.7) 可 见 ，(88;;) 为 对 称 矩 阵 。 
$$ X-x,Y =x; 代入 (9.5)， 并 用 (9.2) 可 得 


= Hg (9.9) 
k 


反之， 下 式 成 立 。 
H; = yYHyg* (9.10) 
《(9.10) 的 证 明 》 向 (9.9) 的 两 边 梁 8", HRE CRI 
D Hng" = EH (Eene" ) 
在 这 里 青 运用 (8. 22), 将 右边 变形 得 


2H, = D Hts B) -O GER) 
T PET i 
LH M-H,-H, N-H, (9.11) 
有 时 也 写 做 
L M 
H;;) = 
Gu, v) 
此 外 ， 下 列 公式 成 立 。 
公式 
29x 
Hi er | 
(9.12) 
H __ 1 2x 
ji "VE xl X.—3u2w | 
g=det(g;) 
Ep L-x,:N, M=x N, N=x, N 《9.12)7 
《证 明 〉 因为 Hj;-H(xs ai)。， 所 以 运用 (9.8) 得 
二 一 oN _ 9?x . | 
Hi--x ou! — Qulàu! 
将 (7.5) 与 E -|x,x x,.| CR ES 8 ) 代 入 此 式 得 所 求 公 式 (9.12)。 
(证 毕 ) 


pi 9.1 在 球面 3.x? +y? tz =a, (>00) ERA Px, Ys z) 
处 ， 单 位 法 向 量 闵 的 分 量 可 看 做 


图 : 2, 18 


在 点 己 取 球面 $ MUTUEEX, GERA P, BI—ACKBUS XBUU, SIUE 
(参照 上 图 2.18) 温 加 顿 映 射 变 为 ME 


| LX)= -axN =+- x 
因 上 式 对 于 任意 向 量 场 下 成 立 ， 故 得 


Hr 
因此 ， 对 此 球面 第 二 基本 量 为 
Ol) = 1,0 2 9.12) 


【问题 9.1】 以 球面 方程 
X= ACOSUCOSV, y = acostu siny, z= asinu 
为 基础 ， 运 用 公式 (9.12) 来 证 明 (9.13). 
例 9.2 如 图 2.19 在 圆柱 面 上 取 曲线 与 ? 曲线 ， 考 虑 单位 法 
向 量 玉 。 这 时 ， 由 温 加 顿 映射 得 
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图 2.19 图 2.20 


故 关于 此 圆柱 面 有 
-1 o 
oo 人 
o 0 
即 
L=}, M=N=0 (9,14) 
【问题 9.211 E 8 O N 


方程 *= acosu, y= asint, 
4-9 为 基础 来 证 明 (9.14) . 
例 9.3 对 于 平面 能 选 


取 单 位 法 向 量 NN 互相 平行 ， 
因此 对 于 任意 向 量 场 牙 
L(X)--3,N-Q 
2.21 
天 对 于 平面 
| (H;;)=0 
即 . L=M=N=0 


在 曲面 5 的 坐标 邻 域 0 里 取 邻 近 两 点 P，Q， 设 其 坐标 分 别 为 
《u,v)，(u+e，v+8), 设 局 部 曲面 0 的 方程 为 x*=x(w，?)， 这 时 能 
将 向 量 PQ 展开 如 下 
“PO = x(u+ v-5)—x(u, v) 
= b T (ue 十 
Np + 
+ (高 次 项 ) 
取 此 式 两 边 与 入 的 内 积 ， 可 见 从 @ 到 P 处 的 切 平面 T。(S) 的 有 向 有线 
之 长 & 能 够 用 下 式 有 逼近 。 


de nut + 2X,,50 * Xo) N 


如 运用 (9.12)/ 得 1 mE 
ds (Le* e 2M 5 + Nò?) (9.15) 
这 是 第 一 基本 量 的 几何 意义 之 一 。 令 "as= 友 ，5 = dp ， 称 
I 2Z(du)?--2Mdudv + N (dv)? 
- Y H;duidu' (9.16) 


j»i 
为 曲面 $ 的 《在 坐标 邻 域 0 里 的 ) 第 一 基本 形式 . 
PEER 由 (7.10) 可 见 ， 在 二 坐标 邻 域 0，@ 的 公共 部 分 


(u,9) 
N =siga( 2 Q(u,v) 
成 立 。 而 向 量 场 的 分 量 的 变换 式 (7. 9) 可 写 做 
-2-5 Put > (9.17) 
然 用 (9.12)， 设 在 0 内 的 第 二 基本 量 为 互 ;， 则 在 On 吾 内 
— ə x — 
n7 "guru 


NETTES) ) ( 95x Qus — Qu? 
—-Sl1gn — -一 T 
EN 3,0) 2 auut aui 3 


Ižu? 
u E N 
Ye CETERI ET 


一 一 . 9(u aua ður 
del RA ak u u 


co gT (918) 
成 立 。 这 是 第 二 基本 量 的 变换 式 .在 这 里 如 利用 (9. 17) 和 (9.18) , 设 在 
O 的 温 加 顿 映射 为 (X)， 第 二 基本 张 量 为 妃 (Y，Y)， 则 在 On 


L(X)- sign (50:2 ao 


(9.19) 
(X,Y) = sign( OE ue, v) 
成 立 。 
全 曲率 在 各 坐标 邻 域 0 里， 考虑 C” 函数 
K= TED =r (9.20). 


运用 (8.15) 与 (9.18), 可 以 证 明太 是 在 整个 曲面 3S 上 定义 的 C“ 函 数 。 
称 此 下 为 曲面 5 的 全 曲率 或 高 斯 曲率 . 


【问题 9.3] 以 〈2.20) 定义 的 全 曲率 下 是 在 整个 曲面 5 上 定义 
的 C* 函数 。 试 证 明之 。 


在 各 坐标 邻 域 里 ,下 的 符号 与 det( 碳 ;;) 的 符号 一 致 .( 因 detg;;) 汪 0 
(之 故 ). 故 参照 (9.15)， 可 将 曲面 上 的 点 分 成 三 类 。 

G) 满足 天 二 0 mp umm. 

ig K-—o 的 点 叫做 双 曲 点 。 

满足 五 =0 m umg sag m. 


O 在 椭 轩 点 P, 因 LN 一 M? 汪 0, 故 (9.15) 的 d 总 是 正 的 .因此 ， 
在 点 的 附近 ， 曲面 $ 只 


只 在 点 PP 处 的 切 平面 的 一 侧 , zT 图 2.22 
G) 的 形状 。 
(ii) 


Gi) 
(iii) 


ERBA P. A ZN 一 M :一 0, 故 (9.15) 的 4 随 着 (e,8) 的 比 


的 变化 ， 可 为 正 ， 可 为 负 ， 因 此 在 P 的 附近 ， 曲 面 $ 分 布 在 点 了 处 的 
切 平面 的 两 侧 ， 呈 下 图 2.22 (ii) 的 形状 。 _ 

ii) 在 抛物 点 P,LN- M:=0, 故 如 L? M: - N? xo, Wd 
Cae + bò), EA PHR, hE SEAP ODESA, mE 
下 图 2.22üi) HIER. X4 L=M=N=0 时 ， 这 点 叫做 平 点 。 在 
平 点 了 的 附近 ， 曲 面 5S 的 形状 决定 于 x =x(4,2?) 的 高 阶 偏 导数 在 点 忆 
处 的 值 ， 情 况 更 加 复杂 。 


/ NA 
Cp YAT x 


) K>0 Gi K=0 L* «M34 3 x9 
2.22 
【问题 9.4) dS 上 一 点 了 为 原点 ， 取 P 了 处 的 切 平面 为 xy 
平面 。 并 设 $S 在 点 尸 附近 的 方程 可 用 z-f(x, y) (x =U, y-t, 
z-f(u,v)) AX, 试 证 


f c,y) Gs +2Mxy+ Ny? )4 (高 次 项 ) 


但 I，MM，WVW 分 别 表示 该 量 在 处 的 值 。 
.“” 例 9.4 关于 环 面 

x = (b asinu)cosv, 

y= (b + asinu)sinv, 

z -GCOSU, (b7a70) 
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 GCOSUCOSU 
zi oemvsinr| - 
~ asinu , 
X= (b + asinu) cosv 
0 
EE=x,. Xx, = 0, F = x x, = 0, G =#, x = (b c asino)? 
4. g-EG-F? = a! (b + asinu)? 


sinu cosv 
X. xx | . . 
—— =| sinusint 


( (b + asinu) - 


» N^ VE | 
A cosu 
此 外 

—asinucoso 
xol sinusino 

一 acosu | 7 

—Gcosusint 
=i d 

0 


— (b + asinu) cosv 
Xou | (b - asinu) sine 


0 
"^ L-x,:*N-a, M=x,,:N=0 
N= x, N= (b + asinu) sinu 
。 _ LN-M? _ sinu 
"U K--gEG-F: a(b + asinu) 


故 在 环 面 上 ， 椭 留 点 ， 双 些 点 ， 抛 物 点 的 分 布 如 图 2.23 所 示 。 即 椭 


VLA 5958 29 
QUN; 


双 曲 点 的 集 为 
一 61 一 


LULT; 
抛物 点 的 集 为 
u=0 与 Uu-mu 
至 于 此 环 面 的 全 面积 4 由 下 式 决定 。 


4- (f VE dul - | [ a(b + asinu)dude = 4x?ab 
【问题 9.5】 运用 例 9.1， 例 9.2， 例 9.3， 试 证 下 列 事 


(1) ”对 于 半径 “的 球面 及 = -五 


a? ’ 


(2) ”对 于 圆柱 面 与 平面 六 =0。 


$10 x dp E S 平均 曲率 


RAET AKS L—)5 P5 PXRÜSUEBIEA. FE x4 
过 点 已 ， 向 量 和 以 及 书 处 的 单位 法 向 量 W， 设 x 与 5 的 交 线 为 e 
设 曲线 ec 的 参数 为 弧 长 ; ，c(0) = 了。 这 时 c0) = 4( 参 照 图 2.24). 
dtc 的 参数 表示 为 =u(s) ，0=10 (5), 曲面 5 的 参数 表示 为 *= 
x(u, v), MÆ E? 里 ， 可 用 x= x(u(3)，v(s)) 表 示 c. Hii 
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nsw yl 4 Di du! ax 
nm T dst 这 ds ds oui ou! 


成 立 。 式 中 与 分别 为 c 的 单位 主 法 向 量 与 曲率 。 可 是 ， 在 点 P， 
n 与 入 平行 。 攻 在 点 了 考虑 上 式 ， 与 了 P 处 的 入 作 内 积 得 


图 2.24 图 2.25 


PT Ell ED HB Jeu 


式 中 设 如 =EI(Cxz)p+E2(z)pP AR e-n-N - 1, n kA) 5 e, 
(这 是 曲线 c 在 平面 rs 内 的 上 曲率 ), 则 

k(A) - H(A, A) 5 tK, 或 

k(A) = 9 HdiE!=ekp, (QAI 2 D 


称 此 KCA) 为 曲面 S$ 在 点 PADRA 的 法 曲率 。 法 曲率 ACAD GE 
Tp(S) 的 单位 加 S$! 上 定义 的 C” 函数 (其 实 是 £^ 的 二 次 函数 )( 参 照 图 
2.25)。 在 点 了 ， 沿 切 向 量 B 〈 未 必 是 单位 向 量 ) 方向 的 法 曲率 由 


E B \_ H(B,B) 

&GD - GT T TT 
o EQHaUt 10.1) 
一 (10, 


定义 〈 式 中 设 B=El(x,)p + E(x,)p). 
例 10.1 由 例 9.1 可 见 ， 对 于 半径 为 0 的 球面 5， 


一 63 —. 


-1 
Hi een 
所 以 ， 在 8 上 的 任意 点 ， 沿 任意 切 向 量 Boii) o Et GO TTG 


法 曲率 k( B) 是 一 定 的 ， 


_ EQHQGEEB' _ 1 
KG) = BE a 


【问题 10.1】 运 用 例 9.2， 例 9.3， 证 明 下 列 事实 。 
CD 在 网 柱 面 的 任意 点 已 ， 沿 单位 切 向 量 如 ， 其 法 曲率 为 


kCA) = 1 (£1)1, 
a 


(A- E (xp +E? (x,)9) 
(2) 在 平面 的 任意 点 已 ， 活 任意 切 向 量 4， 其 法 曲率 总 是 
&CA) «0 
如 果 固 定 曲 面 $ 上 的 一 点 已 ， 对 于 书 处 的 单位 切 向 量 4, kA 
AWRA. RXR kA) 的 最 大 值 与 最 小 值 。 设 ASESOR 
8 (zx,)p， 本 问题 归结 为 5 E RX 
k(A) - L(E!)? c 2ME!E? + N(E2)? 
在 条 件 
E(&!)* c 2FE!E* c G(E?)? —1 
之 下 求 最 大 值 与 最 小 值 的 问题 。 故 由 众所周知 的 拉 格 朗 B SE Xx XT 
M, 
L-kE M-kF 
=0 


M-kF N-kC | 
Bp det(H;; — kg) - 0 (10,2) 
的 二 根 kh, 分 别 为 法 曲率 &(A) 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 方 程 

(L- k,E)&! - (M - k,F)&? = 0， 
E(&£:5? - 2FE!E* + G(E?)? «1 
Bi 
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y HiE'-k, Oogt, 
i > [1 


a 
DartiEi=1 《 M» 
j. i 
的 解 (6!，52) 决 定单 位 切 向 量 A =E tE) 使 得 沿 此 方向 
A;, ， 法 曲率 ,= 有 (及,) 取 最 大 值 。 此 外 。 方 程 
(L-k, E)n! x (M— k,F)9? =0, (19. 
E(n!)? c 2Fn!n? 4 G(n?5)* z1 " 


Bi 
LHn =k, 358,5 


S ewm 2i (10,5) 
的 解 人 1，m2) 决 定单 位 切 向 量 A. =ni) en n0 使 得 沿 此 方向 
4:， 法 曲率 k,-k(A, Ws ME. 
这 样 的 k 5e, miih 8 在 点 书 的 主 曲 率 ， 切 向 量 A. 与 A. 
所 决定 的 方向 叫做 曲面 5 在 点 P 的 主 方 自 。 
定理 2.2 ”如果 在 曲面 5 的 点 了 P， 主 曲率 有，k, 不同， 那 末 主 
方向 正 交 。 
“证明 》 (10.3) 的 第 一 式 乘 以 mi 并 求 和 ，(10.5) 的 第 一 式 乘 以 
£j 并 求 和 ， 然 后 边 边 相 减 ， 运 用 gj; = 8ii 与 8 ;;= Hi 得 
(k= k) Y gun bO 
j. i 


Bj > gM!=0 
jo 
(运用 了 k,X*XA)0. MA, 5 A, EZ. GEH) 


又 当 kik, 时， 下 式 成 立 。 
2 H,ni£'-0 
j,i 
Bi H(A;,, A,)=0 
“证 明 〉 (10.3) 的 第 一 式 乘 以 n! ARM, AE agam = 0s 


(10.6) 


则 得 (10.6)。 GER) 
定理 2.3 如 果 在 曲面 $ 上 的 点 P 主 曲率 k,,k, 相等 , 则 Tp(5S》 
的 所 有 单位 切 向 量 所 定 方 向 都 是 主 方向 ， 在 点 己 下 式 成 立 。 
LMN (10,7) 


GEB N kA) Aj=1) 的 最 大 值 与 最 小 值 一 致 ， 故 & (A) 
(41=1) 是 定 值 。 即 Tez(3S) 内 的 所 有 单位 切 向 量 都 是 主 方向 。 其 次 ， 
因 对 于 满足 EED? +2FE E? + GE) 的 所 有 (51 £5, 

kCA) - L(5!)? + 2ME!E? + N (£2)? 
是 一 定 的 ， 故 比例 式 (10.7) 成 立 。 GEHE) 

化 例 式 (10.7) 成 立 的 曲面 上 的 点 叫做 脐 虚 。 例 如、 球面 上 的 所 有 
点 都 是 脐 点 (参照 例 10.1 )。 

Bi 10.2 如 果 曲 面 $ 上 的 所 有 点 都 是 脐 点 ， 

1 、 
2 = an r (Ca 为 常数 ) ， | 
MS 是 半径 为 4 的 球面 的 一 部 分 ， 若 5 又 是 完备 的 话 ，S 是 半径 为 
a 的 球面 。 试 证 明之 。 (即使 去 掉 “a 为 常数 ”这 样 条 件 ， 也 能 证 明 
上 列 事实 成 立 ， 见 $13 的 定理 3.6). 
(RÆ) 由 (9.1) 与 (9.2) 可 见 ， 


.32 = - Hes, 


然 因 给 定 条 件 是 . 
Hi- lg, 


H’ = Y Hag" = 1. Y gag --las 
k 6 & 
代入 一 开始 的 方程 得 


一 66 一 、 


.*. 9 -— 
M as C tN) =0 
K x+aN =c (c 为 常 向 量 ) 


^ lx -ej*-2a* 
JE) E ULUH S 上 的 各 点 在 以 c 为 位 置身 量 的 点 为 圆心， 半径 为 上 的 球 
面 上 。 即 曲面 5 为 此 球面 的 一 部 分 。 特 别 当 $ 是 完备 的 ， 则 由 例 7.3 
A S 与 此 球面 一 致 GEH) 
定理 2.4 在 曲面 $S 上 取 非 脐 点 己 ， A 
在 7Tp(S) 内 取 主 方向 全:，4:。 今 取 任 
意向 量 4 如 图 2.26 所 示 , 则 4 =A, cos 
t A,sin9, 这 时 
LECA) - k,cos?0 c k, sin?9 — (10,8) 
成 立 。 称 之 为 欧 拉 公 式 。 
GER) Gk, =k, 时 ,显然 (10.8) 
成 立 。 设 kike 图 2.26 
k(A) - H(A, A) - 
= H(cos9A, + sin0A,, cos0A,  sin9A,) 
运用 (10.6)， H(A;,,A)) - Kk(A,)) - K,,HCA,, A.) - K(A,) = b, 则 
得 (10. 8)， (证 毕 ) 
2HE ”平均 曲率 ”改变 方程 (10.2) 的 形状 得 


jz CL-2FM+EN „, LN-M: 


EG-F: *t-EG-r: 0 
设 此 方程 的 二 根 即 主 有 曲率 为 ko ts， 则 由 根 与 系数 的 关系 得 
LN-M* 
kik, = EGF 
_ GL-2FM «EN 
kı +k, =—— pÇ Fr (10,9) 
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第 一 式 右边 是 在 (9.20) 定 义 的 全 曲率 及， 故 得 - 
K - kk, (10,10) 


其 次 
ho ds +k) (10.10) 
叫做 平均 曲率 。 又 因 | . 


eE f) «1( 57D) 


g-EG-F 
故 运用 (10。 9) 的 第 二 式 ， 在 一 个 坐标 邻 域 O 里 得 到 下 列 公 3 
公式 h=- eH = 二 (10,12) 
i.i i 
全 曲率 天 在 曲面 8S 上 是 C" 函数。 然而 ， 在 坐标 邻 域 0 与 0 的 平 
均 曲率 分 别 设 为 à 元， 则 在 OnO 里 
=sign(? or) y (10,13) 


成 立 〈 参 照 下 列 [ 问 题 10.3])。 故 当 昌 面 $ 有 方向 时 ， 平 均 昌 率 h BE 
够 看 做 在 整个 曲面 9 上 定义 的 C^ 函数 (运用 给 S 以 方向 的 图 期 SD. 

【问题 10.2】 运 用 (9.18) 证 明 (10.13)， 

参考 (10.13) 可 得 以 下 事实 : 不管 曲面 $ 是 否 有 向 ,平均 曲率 * 便 
` 等 于 0 是 有 意义 的 。 这 样 曲 面 (=0 的 曲面 ) 叫做 极 小 曲面 ， 当 在 
空间 里 给 定 充 分 小 的 简单 闭 曲 线 C 时 ,使 以 C 为 边界 的 曲面 5 ,一 方面 
保持 C 为 其 边界 ， 同 时 又 微小 变形 ， 如 其 面积 总 是 增 大 ， 则 人 们 知道 
S 是 极 小 曲面 。 人 们 还 知道 ,用 金属 丝 作 简 单 闭 曲 线 C ,以 C 为 边界 挂 
上 上 肥皂 膜 便 得 极 小 曲面 。 又 如 h-0 时 ,由 (10.11) 可 见 ,+ 5,70, 
故 kk, =0 或 ,ks 过 0. 故 在 极 小 曲面 的 各 点 ,全 曲率 玉 满 足 K<. 

5/[10.3 (D 对 于 例 9.1 的 球面 ， 下 式 成 立 。 


.7 1 
Hi= 8 : 


K= Anl. 
6 


(2) 对 于 例 9.2 的 圆柱 面 ， 下 式 成 立 。 


26 


(3) 由 例 9.3 可 见 , 对 于 平面 ,H;; - 0. 故 对 于 平面 ， 下 式 成 立 。 


K =0， h-0 
【问题 10.31 在 曲面 $ 上 ,如 向 量 场 站 在 各 点 都 与 主 方向 平行 ， 
试 证 
ƏN = -L(X) = -kX 
成 立 。 但 为 对 应 于 的 主 有 曲率 。 
定理 2.5 在 曲面 $ 上 的 点 P ， A =&1(x,)p+&2(x,)p 的 方向 
为 主 方向 的 充 要 条 件 是 | 
(EM - LF) (Et)? + CEN - LG)E!&* 
+ (FEN - MG)? 0 (10,14) 
《和 证明》 此 4 的 方向 为 主 方向 的 充 要 条 件 是 
(L—kE)E! + (M-kF)E:=0 
(M —- kF)&! + (V - kG)E? =0 
成 立 ， 即 下 式 成 立 。 
(LE! + ME?) - k(EE! + FE2) - 0 
(ME! + NE?) - kK(FE! c GE?) =0 
而 此 方程 有 和 非 平凡 《 即 非 (0,0) 的 ) 解 Xl, -D RAZE 
LE!+ ME? Eki+ FE? 
ME LNE FER CE 
展开 之 ， 得 (10.14)。 CEHE) 


当 坦 面 S 上 的 曲线 在 其 各 点 都 与 主 方向 相 切 时 ， 称 之 为 曲率 线 。 
由 定理 2.5 可 见 ， TE Ag SD 3 AI, 曲率 线 方 程 u-u(t), v-v() 的 
右边 为 微分 方程 
du dv 
(EM - rin) +(EN- LGE o. 


+(FN- MC) (57. Yl, (10,15) 


的 解 。 反 之 ， 此 微分 方程 的 解决 定 曲率 线 、 根 据 常 微分 方程 的 解 的 存 
在 与 唯一 性 定理 可 见 ， 在 非 脐 点 的 邻 域 里 ，(10.15) 的 解 通过 各 点 存 
在 两 个 ， 它 们 就 是 两 条 曲率 线 ， 同 时 它们 正 交 (根据 定理 2.2 ) 。 整 
理 之 得 下 列 定理 。 

定理 2.6 在 曲面 上 如 果 书 点 不 是 脐 点 ， 那 来 在 己 的 充分 小 邻 域 
里 存在 互相 正 交 的 二 组 曲率 线 ， 

因此 ， 在 非 脐 点 的 《充分 小 ) 邻 域 O 内 ， 存 在 其 4 曲线 与 ? 曲线 
为 曲率 线 的 坐标 系 (4，v)。 当 点 也 不 是 脐 点 时 ， 在 也 的 邻 域 里 坐标 系 
(wu,0) 的 坐标 曲线 为 曲率 线 的 充 要 条 件 是 在 O 内 下 式 成 立 。 

B F-0,M550 —. (10, 15)" 

【问题 10.4] 试 证 上 列 (10.15)7。 

例 10.4 EARE CE SUID s, 必 存 在 全 曲率 K 满足 
K(P,)2085)5 Po. REH. 

CRE 设 S 上 的 点 的 位 置 向 量 为 x， 则 函数 六 PP) = lx]? = xex 
-r'(rm0) YES LÆ C øM% AAS 紧 致 ， f 连续 ， 所 以 在 8 上 
的 一 点 Po, f 达到 最 大 。 故 如 P。 不 是 脐 点 ， 则 由 定理 Z.6 知 ， 在 
王 。 的 某 誉 标 邻 域内 可 使 坐标 曲线 全 是 利率 线 。 这 时 由 (10.15) 可 见 
F =0, M=0. 再 说 , 在 点 P。 0 

f-2xx,-0, f=2xx,=0 
因此 在 Pos x 垂直 于 $ 的 切 平面 。 故 在 4 的 点 Pa 


N= 
r 
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为 单位 法 向 量 (注意 在 点 Po，r>>0) 。 
其 次 ， 因 为 f 在 P。 达 到 最 大 。 所 以 在 P, 
fa, = 22,7 x, 2x* x, «x0, 
fa.-2x,x, + DX Xx, EO 


E+rL<0, G+rN<o0 
在 点 Po 成 立 。 于 是 ， 在 点 P。 主 曲率 满足 


k, = -< 0, 
=N g-t 
k =S < 
"DAE, ÆA Pa 
K =k,k,>0 


又 如 P. 为 脐 点 时 ， k =k, =-= 会- 成 立 ， 故 可 得 与 上 相同 
的 结论 . (证 毕 ) 

《注意 》 从 例 10.4 可 见 下 列 事实 : 不 存在 到 处 下 <0 BS 
面 。 特 别 是 不 存在 到 处 = 0 的 闭 曲面 。 

高 斯 映射 设 S 为 有 方向 的 曲面 。 沿 5 能够 连续 地 决定 其 单位 
法 向 量 N。 对 于 S 的 各 点 ， 取 处 的 单位 法 向 量 No, UE: 的 原点 
为 起 点 画 Ne, 则 其 终点 PA 在 单位 球面 5S; 上 ,根据 对 应 J.P >P 
决定 连续 映射 SS. 此 f 叫做 曲面 $ 的 高 斯 映射 或 $ 的 球面 变 
示 。 关 于 曲面 $S ， 下 式 成 立 (参照 (9.1)。(9.2)) 。 


IN 
-zau ^ Htx,- H/x,, 
aN 
"xw ^7 Hx, — Hx, 
aN IN ox ox 
—— X d Sy Tox 
au "aps "Ae ULO- X X -ay 


然而 ， 根 据 (9.10) 得 


= aetla 
四 全 中 征用 人 ee W 
aN 3N ox 
Ow ds " K^ Tap (10,16) 


考虑 曲面 $ 的 坐标 邻 域 (0,96,0)， 作 f99,U—S* , JW fo8 可 由 
方程 


x-N(u, v) 

A. Nb OSG)sRGEKAMO, Eao. 
IN aN 
“au * 3 o 0 


EE, (U, fet, feU hR $ 上 的 一 个 坐标 邻 域 〈 设 U' XU 
的 充分 小 开 子 域 ) 。 改 得 以 下 定理 。 
定理 2.7 如 果 在 曲面 S$ 的 一 点 了 了， 全 曲率 下 不 是 0， 取 己 的 充 
分 小 邻 域 0 ， 则 在 高 斯 映射 FOWA f(0) 是 S 的 开 域 。 而 此 开 
域 CO) 的 面积 4 由 
-|| |K ido, 
9 


do =,/ g dudv 
决定 。 式 中 do 为 曲面 S 的 面积 素 。 


证明 》 导出 求 1/(0) 的 面积 的 积分 。 对 于 /OO) 运 用 (8.9)， 财 
其 面积 由 下 式 决 定 。 
4 - ff... 


- [f.i K Ig dudo - | Klde GEH) 


2N x PN aude 


au 


《注意 》 从 定理 2.7 可 见 下 列 事实 : 在 曲面 $ 上 取 一 点 P。 取 5S 
的 邻 域 QO 包含 P， 让 0 收缩 于 点 了 时 ， 对 于 高 斯 映射 f.5—5? 
f(O) 的 面积 
O 的 面积 
的 极限 等 于 点 P 了 处 曲面 5 的 全 曲率 下 
习 题 一 
1. 将 zx 平面 上 的 正则 曲线 
x-f(), z= g(t), Cacct«b) 
绕 z fik [elt — Jb its 6 El Se p 
x-f(u)cosv, y = f(u) sinv, 
z-g(u), (aub, Q-—v-——2x) 
当 f^(t)2x0, fü0)20 时， 定义 局 部 曲面 。 试 证 明之 。 
2， 正 则 曲线 Cix-»0G)G 为 弧 长 ) 的 切线 上 的 点 全 体 所 作 的 
集 可 用 
x= yU) + oy (u), (w0) : 
表示 ， 称 之 为 曲线 C 的 切线 曲面 。 试 证 此 方程 表示 一 曲面 。 [HEC 的 
曲率 到 处 不 是 0。 
3. 试 证 以 下 事实 。 但 设 “=u, 4? =v, 
(2) Mi.: x= Fu)cost，y =f) sinv，z=g(4) 的 第 一 基本 
量 为 n 
E-f'-g',F-0€6c-f 
(2) 正则 斯 线 C,x-»() G ZMO BRR 


—,T73 — 


. ` x=yU) + vy (U), (720) 
第 一 基本 量 为 
E=1+v?k?, F-1, G=1 

式 中 K=rK(s) 表 示 曲 线 C AR. 

4. 当 曲 面 的 线 素 为 

ds? = du? + f (u,v)de*? 

种 ， 试 证 以 下 性 质 。 

G) u 曲线 与 9 曲线 正 交 。 

(2) — v 曲线 从 任意 的 曲线 截 制 等 长 之 弧 ， 

5. 曲面 x-x(u,0), y y(u,v), z—z(u,v) 的 第 二 基本 量 由 
下 式 决定 ， 试 证 明之 。 


| 9? x/2u? 2?y/2u? 2?z/2u? 
L- ll ox/au y/ou  9z/9u 
vg 
9x/ov 9y/3v  2z/9o 
9!x/9u90v 9?y/9u9v 9?z/9u0v 
M- EN x/ əy /3 oz/2u 
ve 3x /ðv 37/37 3z/37 
32%/3p2 9?y/90v* 92z/022 
N= |ax/au 3y/3u  ox/9u 
M 9x/op 9y/av 3z/37 


4H g-det(g;). 
6, 对 于 曲面 ，%=w，y = pz z=u -v REUTER. 
(1) L=2(4u?+4v?+ DÀ,M 20,N = —2(4u? + 4v? +1) d, 
LN — M? = — A(4u? + 4v? 4 1)! 
(2) 在 此 曲面 上 的 所 有 点 都 是 双 曲 点 ， 
T. 正则 曲线 C 的 切线 曲面 上 的 所 有 点 (C 上 的 点 除外 》 是 抛物 
点 ， 试 证 明之 .但 在 这 里 设 C 的 曲率 到 处 不 是 0( 参 照 上 列 习题 2). 
8. 设 曲面 S 上 的 点 己 是 酉 圆 点 。 在 点 己 的 充分 小 邻 域 ， 昌 面 $ 


在 点 了 处 的 切 平面 的 一 侧 。 试 证 明之 ，。 
9. 在 曲面 , x-ucv, y-u—-v, z-ue 上 的 点 =l, v=1, 


2-ol. = 
K7-1g* h 8v 2 


试 证 明之 。 
10。 试 证 回转 面 
x = coshucosv, y -coshusinv, z-u 
是 极 小 曲面 〈 设 站 为 平均 曲率 、，j#= 0) 。 
11. 二 曲面 $S， 与 S, 的 交 线 C 的 曲率 * 满足 
K? sinta =k} -k2 — 2k, k, cosa 
O AER. Ek, ,ks 分别 为 曲面 5,,5， 沿 C 的 法 曲率 . 又 a 是 5,， 
S, 的 单位 法 向 量 沿 C 的 夹 角 ， 
12. 设 二 曲面 S$， 与 $。 以 定 角 相 交 。 如 果 交 线 C 是 曲面 51 的 
Hus, UC 也 是 曲面 S$ 的 曲率 线 。 试 证 明之 。 
18. 平面 或 球面 与 其 他 曲面 5 以 定 角 相交 ， 则 其 交 线 为 曲面 S$ 的 
曲率 线 。 试 证 明之 (运用 习题 二 之 12)，。 
14. 在 上 曲面 上 一 点 ， 沿 互相 正 交 二 方向 的 法 曲率 之 和 是 一 定 的 。 
试 证 明之 ， 
15. 在 曲面 的 坐标 邻 域内 设 w 曲线 与 2 曲线 全 是 曲率 线 ， 对 应 于 
它们 的 主 曲 率 分 别 设 为 k, 5 k, a AETA. 


16.。 设 4 为 乾 面 的 一 点 处 的 切 向 量 。 当 关于 生 的 方向 的 法 曲率 为 
0 时 ， 即 (4)=0 时 ， 称 4 的 方向 为 渐 近 方向 。 试 证 以 下 事实 。 
OD 设 指向 渐 近 方向 的 切 向 量 4 的 分 量 为 (85:，8)， 则 
Y  HyEE'- 0 
i.i 


(2) 在 椭圆 点 没有 渐 近 方向 。 

(3) 在 双 曲 点 有 二 不 同 渐 近 方向 。 

(4) 在 平 点 ， 所 有 的 方向 都 是 渐 近 方向 。 

17. CHE S 的 曲线 C 的 各 点 ， 其 切 向 量 指向 渐 近 方向 时 ， 则 称 . 
C 为 渐 近 钱 。 试 证 以 下 性 质 。 

(1) 在 双 昌 点 的 充分 小 邻 域内 ， 二 组 坐标 则 线 全 是 渐 近 线 的 坐标 : 
系 存 在 。 

(2) 坐标 曲线 全 是 渐 近 线 的 充 要 条 件 是 

L=N=0 

(3) 如 果 曲 面 $ 上 包 舍 直线 ， 则 它 是 曲面 5$ 上 的 渐 近 线 。 

18， 设 局 部 曲面 $:x eut, uR kE Nu), ut), 
r 为 常数 .这 时 考虑 参数 表示 。 

$,,x-x(u!, U) -rN Qu, u?) 

一 般 地 说 ， 它 表示 局 部 曲面 S. 0h OS. 表示 局 部 曲面 时 ，》， 叫做 由 
Tis 的 平行 曲面 。 试 证 以 下 性 质 。 

GD X rago y- SBER gp, S. 表示 曲面 

(2) 设 平 行 曲 面 S, 的 第 一 、 第 二 基本 量 分 别 为 RE. Hy, W 

Eji7&i-2rH;; * r?Cj, Hya-2Hj-rCj 
4B (Gr;)0 5 GE,043 BU 7g 5. 的 第 一 基本 量 与 第 二 基本 量 ， 而 
Cj -g'*H,H pi 

yt C; 叫做 曲面 S 的 第 三 基本 量 . 


第 三 章 h m 


$81 曲面 的 基本 公式 


在 曲面 $ 上 任 取 二 向 量 场 X, Y. 在 EF 内 沿 Y 方 向 求 外 的 方 
商 导 数 得 3yX， 它 未 必 与 5 相 切 。 在 5 的 各 点 P， 将 (3y 守 )p 向 切 空 
间 TS LENK, WES 上 的 向 量 场 。 这 个 向 量 场 用 Py 表示 ， 
称 之 为 下 在 了 方向 上 的 共 变 导 函 数 。 即 VQX 是 3X 在 切 平面 上 的 


ENE. 
对 于 任意 《” 函 数 f 以 及 任意 向 量 场 XX，Y，2， 
9,,X = fa, X, 9,C/X) = fo, X t CY f) X 
成 立 ， 故 下 式 成 立 。 
Virð = fy, V,GX)2fV,X«(YypX 
VyszX =VX VIX, V(X +Z) -V,X «V,Z 
其 次 ， 因 OX.N = 0， 故 徽 分 两 边 得 
(IX) N+ X-3,N =0 
将 (9.1) 代 入 此 式 ， 并 运用 (9.5) 得 
(3,X).N - H(Y, X) 


[54 9,X-p,X4 H(Y, XN 
整理 上 述 诸 事实 得 
公式 3X =r + HY, X)N 
9,N =- L(Y) 


(11.1) 


(11.2) 
(11,3) 


它 叫 做 曲面 的 基本 公式 。 特 别 是 (11.2) 叫 做 高 斯 公式 ，(11.3) 叫 做 温 
MEAR. ATACH 11.1 可 网，(11.3) 可 从 (11,2) 导 出 ， 故 曲 


面 的 基本 公式 中 ， 仅 仅 (11.2) 是 本 质 的 。 


【问题 11.1]. 运用 XN = 0， 试 从 (11.2) 导 出 (11.3) 。 


一 797 一 


XCTHEXIESSX, Y, Z, TARY. 
Z(X, Y)2(?,X)-Y - X-(2;Y) 


故 利 用 (11.2) 知 

Z(X, Y) c X, Y) -«X, V,Y) (11,4) 
RY. 

在 坐标 邻 域 O 里 ， 可 邻 
Van EVA. (11.5) 
xn Dj 为 定义 在 0 内 的 C^ Bx. HKT 
_ 9' dx —— 
TE ni Ee 


"Prix =V rx 
根据 (11.5)， 下 次 成 立 。 
UP (11.6) 
再 运用 (11.4) 得 
Xx, Xa, xi) 十 (Xi Vx) 


在 此 式 里 ， 运 用 gi = zp 与 (11,5)， 则 上 式 变 为 


dp.. 
-Ei = DT heut ET es (11.7) 
h à 


将 (11,6) 与 (11.7) 羞 做 关于 未 知 数 D, HRUDE, ktr 
求 工 访 。 为 此 ， 首 先 在 (11.7) 里 ， 将 下 标 ER k—i—j--k 的 顺序 交 
换 两 次 可 得 下 式 


dg,. 

-Eui e ED AEn + ET ge (11.8) 
u h h 

9g. 
£z = TTPgnt ED oes (11.9) 
u n A 


作 (11.8) (11,90 - (11,72, 2 gj:= 8i;j 5 (11,6) 得 


pp 1/ gi 92;, ii ) 
DT hgn 2 Qu! ^" Qui Qu^ 


此 式 两 边 乘 以 82， 并 关于 不 求 和 得 


— 78 一 


rn 
但 令 
| E ]- Lzen( gu sn - 16). falf 
(11,10) 


y] 7 uta ehristotter 记号 。 故 (11.5) 又 可 改写 如 下 . 


V rx zi ji Iz, (11.11) 


例 11.1 (1) 试 证 克 氏 记号 可 用 五 ，F，G 表达 如 下 ， 
fij- CE. -2FF, +FE, (il. 2GF,-GG,- FC, 
11 ” (22 2g 


12}= 2EF.-EE, FE, , ppp. 20, 


ibl- 人 Fe, Tr LU (& = 五 C 一 下 2) 


(2) homer x, 试 证 


ial ido A, ial" 7738 


inl 2 isl - "m 
成 立 。 
《和 解答》 (D fF 
(Gi : 2) 
BU BRE 
‘ed aun 二 ( 2) 


mis), Rita ario EL | ji m 


求 之 式 。 
(2) 在 (1 ) 中 所 示 公 式 里 ， 令 F0 BIS, GEHE) 
在 高 斯 公式 (11.2) 里 ， 令 X=x 了 =xYi， 则 在 各 坐标 邻 域 O 内 
xu 38 -| nie*HaN — aiam 
成 立 。 有 时 此 式 叫做 高 斯 公式 ， 
在 温 加 顿 公式 (11.3) 里 ， 令 了 =x;。 则 在 各 坐标 邻 域 O 内 
an 
成 立 . ERREUR s. 
【问题 11.2] 导出 上 述 (11.12) 与 (11.13)， 
在 这 里 ， 将 克 氏 记号 的 性 质 整 理 之 ， 得 


z 


= -EHx, (11.13) 


| á - | 5l : (11.14) 
rig leu - zb {ei=0 (11.15) 
TEmo <>! M {=0 (11.16) 


【问题 11.3】 运 用 (11.10) 与 (11.15)， 试 证 明 上 列 (11.16) 。 
例 11.2 试 证 下 列 公 式 。 
1 9logg _ -28E x h }, g = det(g;) 


2 aul dui jh 
《解答 〉 在 矩阵 (g;:) 里 ， 对 应 于 元 8s 的 余 因 式 为 Ef /8. 故 
wb orite D =g E LEi gh 


然而 从 (11.10) 得 
nf hape En yg" 


由 此 二 式 可 得 下 式 .， 

hl 1 g -1 alogg _alogvE (证 毕 ) 
[问题 11.4】 关 于 平面 上 的 仿 射 坐标 系 ， 试 证 和 着 = 0 
【问题 11.5】 35H 25,25," - 5]. 与 (11.15)， 试 证 下 式 . 


Eu + (11.17) 


"Qu 
共 变 微分 在 坐标 领域 0 Hi, WI ERES X 53 Y 的 局 部 表示 分 
Bg X 2 Z;X'x, 5 Y -ZY!x, BAAI. 1) 5 (11.11) $$ VyX 的 
局 部 表示 


V.X- ECY, Xx, (11.18) 
式 中 令 
;于 = X rf ix: (11.19) 
HAF ”运用 [问题 7.7] 的 结果 并 注意 (11.14) 得 
公式 CX, Y3«V,Y -V,X (11,20) 
平行 向 量 场 ”对 于 任意 向 量 场 Y， 
PyX=0 
RLE, MAREI ERA. 
站 为 平行 向 量 场 的 充 要 条 件 是 
V;X^-o 


成 立 ， 或 对 于 任意 向 量 场 Y， 
9,X - H(Y, X)N 
有 成立。 
坐标 变换 设 在 曲面 5 上 的 两 个 坐标 邻 域 0 与 O 的 局 部 坐标 分 别 
Hu, u), W). FXADLZGAX. 
公式 在 0 NO 里 


à L 9y* ( i4 du uI du? ) 
[RIT Xe Ll rgia + 


(11,21) 
gu] 5 jsf 名} 分 别 为 0 与 可 里 的 克 氏 记号 。 此 式 称 为 克 氏 记号 的 
za. 
《证 明 〉 设 S$ 在 0 与 0 里 的 局 部 表示 分 别 为 
r-rx(u!, u?), x-x(u!, T?) 
令 x =3x/3u, x,-9?x/)u', MWE OnOH 
xis y) 30 on, (11.22) 


如 果 用 (11.11) ， 则 在 On O 里 得 
k — PEN 
V zjx; = ri lxs (Pza) = zi ji Ix, 
将 (11.22) 代 入 上 列 第 二 式 ， 再 用 (11.1) 得 
Y h 2u* dus D u? 
Sri ji {= ls ou Tatt Err 
两 边 乘 ayau, 关于 Pp 求 和 便 得 (11,21)。 GE) 
设 向 量 场 了 在 0 与 0 的 局 部 表示 分 别 为 X-XXxohX- 
E: XZ, HC.16"À, Æ 0 nO 内 分 最 的 变换 式 
Xi- Da (11.23) 
成 立 . 运用 (11.21) 与 (11.23) 订 证 明 下 列 公 式 ， 
在 OnO 里 下 列 变 换 式 成 立 。 
公式 


Fi ður Ju’ 
FX Tigra (11.24) 


但 V,X! 55 VF, X! 分 别 为 在 0 与 0 里 由 (11.19) 定 义 的 式 子 。 
【问题 11.6】 试 证 上 述 (11.24)。 


H2 曲面 上 的 曲线 XA 


考虑 曲面 5 上 的 正则 曲线 c。 在 5 的 伐 标 邻 域 O 内 设 c 的 局 部 表 
示 为 上 =z(3)， ve-v() (s HME), HES 的 局 部 表示 为 *= x(u, 
v) ， 则 c 在 E* 内 的 方程 为 

x-ix(u(s), v(2)) | 
(今后 将 右边 略 记 为 ph . 将 上 式 两 边 微 分 两 次 得 
d?x 9?x dui dw 
"ds X" Tex duiu’ ds ds 
#1. IDRA, n 的 曲率 向 量 为 
E MA (xim JN — O20 


式 中 令 


2yh 2g 1 i 
tu du xis dw du (12,2) 


ds? ds: ds ds. 
测 地 曲率 ”法 曲率 和 曲线 c 上 的 点 P 处 的 切 平面 ,将 。 正身 
影 之 得 曲线 c*， 设 c* 在 点 P 的 曲率 向 量 为 k*, ERX, REP 
处 e 的 单位 切 向 量 为 了 ， 在 
APS U=NxT, WHS 
做 
k*-k,U, k,-k*-U 
此 k, 叫做 曲线 c 在 点 了 的 
Audi RC, 为 平面 曲线 c* 
的 曲率 )。k&* 叫做 c 的 测 地 
曲率 向 量 。 我 们 来 求 &*.。 
曲线 c* 的 方程 可 表示 为 
x-x*(s), x*(s)-(Qx(5)*T)T + (x(cs) UY 
(以 点 书 为 原点 ) 。 故 对 s 微分 之 得 


H 3,1 


— 83 — 


dx* 


- S2 T)r «(I v)u 


ds 
d'x* (dx. [ 2x. 
TT * (asi U)U | 
RI ÆA P,T =dx/ds， 因 此 ,在 点 了 运用 c 的 曲率 向 量 上 = dax/dsz， 
有 .了 = 0， 就 得 
“=T， | =1, DES e UU |. (02.3 
Hif ce* 的 弧 长 用 s* Xm, Du 
dx* dx*/ds 
ds* ^ jdx*/ds| " 
dx*  dx* dix* dx* d?x* «dx* 
dix* — ( ds ' ds ) ds? ds ds? Ja 
ds*? | Bpdx*j? 
运用 此 式 ，(12.3) 以 及 h-T =0 可 得 在 点 P 
k* = (k U)U (12,4) 
于 此 式 中 运用 (12.1) 可 见 ， 在 点 了 
ò? ut 
k*k U= E-ds x, (12.5) 
将 
- 一 Xxx, du a 
U-NxT-(. DI Ws *)), 
代入 k,- kU 中 ， 并 运用 (12.5) 可 见 ， 在 点 书 
S22: 
k, — Tdi "€ U 
i ò? 
7E D d.i [x, x, XX; xi] 
hri 
i 2 
-rEg Mw. (xxx) (x, Xx) 
ksi 


- | " wifds /es 


EZ € ldu? /ds ‘Stat yds!) 
整理 一 下 得 下 列 公式 。 
公式 | 
du!  ó?y! 
— ds ds 
ko5vVE]| aus ans | 0 000 0299 
ds d 


xéi WB E, HAR. MEHR k, 的 符号 决定 于 曲面 的 方向 
CN 的 方向 与 曲线 c 的 方向 G-dx/ds 的 方向 ) . 
运用 (12.1) 与 (12.4) 可 和 匈 ，e 的 (在 E? 里 的 ) 厚 率 向 量 可 表示 为 
k=k, U +H, c)N (12.7) 
式 中 c^ 为 曲线 e 的 单位 切 向 量 。. Hee, enha e 的 法 曲率 。 
【问题 12.1] 设 4 曲 线 与 ? d£ COD RD k 5k, dx 
证 下 式 . (注意 HE u hhe du/ds - 1/4 E, de/ds-0 (s 399849.) — 
IE JEG-Fi VEGC-F: - -fz VEC- Fi 
1$ EVE 220 GE 
[问题 12.2】 在 上 述 [问题 12 .1 里 设 坐 标 曲 线 正 交 ， 试 证 下 
式 “〈 运 用 例 11.1) 。 


k, = -2E /2EVG, ka= 36 / 26 7E 


测 地 线 ” 当 曲面 上 的 正则 曲线 的 调 地 曲率 ,在 其 各 点 为 0: 时 > 
这 条 曲线 叫做 测 地 线 。 从 (12.7) 得 下 列 定理 。 , 

定理 3.1 曲面 上 的 曲线 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 直线 或 其 
主 法 向 量 在 各 点 垂直 于 曲面 。 

又 从 (12.5) 可 得 下 列 定理 。 | 

定理 3.2 磺 面 上 的 曲线 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 ， 其 局 部 表示 
u-u(s), v-v(s) (3 为 弧 长 为 二 阶 常 微分 方程 


$*y^ d? u^ dui d 
u Ae En u u’ 


"ds ^ odes. ds 70 (12.8) 


的 解 。 

微分 方程 (12.8) 叫 做 测 地 线 的 微分 方程 。 

【问题 12.3) 如果 直线 包含 于 曲面 内 ， 试 证 它 是 测 地 线 (运用 
(12.1) )。 

【问题 12.4) MAR e 的 局 部 表示 满足 (12.8) 时 ， 试 证 


du! du 
lel = eng ds 


ds 
一 定 (运用 (1.150 。 
由 上 述 [ 问 题 12.4) 9], 75443 2; E12, 80 3 8E u^ - n" Cs) dE — 
点 了 满足 


dul du 
leili = (xs. ds 737 =1 


时 ， 则 局 部 表示 为 w =w) 的 曲线 c USAs ARIK HEAR 
c 为 测 地 线 。 | 

FEX E $538 O V — 8. P Qu, v4), Qui LT =V), 如 果 在 点 
也。 任意 取 单 位 切 向 量 4 9 2,4 (n0, (ingi A A=, MADE 
〈12.8) 在 初始 条 件 


du'(0) 
h y = nu^ = Aà 
u^(0) = ue, ds 4 


下 的 解 上 =w(s》 存 在 ， 而 且 是 唯一 的 。 故 得 下 刻 定理 

定理 3.3 关于 曲面 上 的 任意 点 了 ， 在 包含 PP 的 充分 小 邻 域内 ， 
存在 而 且 只 有 一 条 测 地 线 通过 点 严 而 且 具 有 任意 给 定 的 方向 。 又 在 梧 
独 上 取 充 分 接近 两 点 P，C@， 则 连结 己 与 @ 的 测 地 线 只 存在 一 条 。 

例 12.1 试 证 以 下 事实 . 

(1) 在 平面 上 ， 测 地 线 只 能 是 直线 或 其 一 部 分 。 

(2) 在 球面 上 。 测 地 线 只 能 是 大 贺 或 其 一 部 分 。 

《3) 在 柱 面 上 ， 测 地 线 只 能 是 和 母线 以 定 角 相 交 的 曲线 。 


《解答 》 (1) 对 平面 上 的 曲线 c,h=k*。 故 对 于 c 来 说 , ks = 0 
与 &= 0 等 价 。 这 只 能 在 < 为 直线 或 其 一 部 分 的 情况 下 才能 发 生 。 

(2) 球面 $+ 上 的 大 圆 e 是 通过 S 的 中 心 的 平面 x 与 $+ 的 交 
线 ， 在 上 为 一 圆 。 故 e 的 大 在 x 上 而 且 在 各 点 与 EH, Aie kt 
c 的 各 点 与 S: EH. 从 而 e 为 S* 的 测 地 线 。 即 $+ 上 的 任意 大 圆 是 
测 地 线 。 然 而 ， 通 过 St 上 任意 的 点 了 P、 指 向 P 处 任意 方向 的 大 圆 存 
在 。 故 由 定理 3.3 可 知 ，5? 的 测 地 线 只 能 是 大 贺 。 | 

(3) 设 柱 面 5 的 母线 与 一 定 的 单位 向 量 a 平行 , S 上 的 曲线 c, 
RU k- (e NO) N 时 ， 才 是 测 地 线 。 又 a.N = 0， 故 只 有 当 kea 
= 0 时 ，< 是 测 地 线 。 条 件 a =0 与 ia = 0 等 价 。 积 分 之 可 见 ， 这 


又 与 ta= 常 数 等 价 。 GEE) 
【问题 12.5) (10 设 任 选 测 地 线 的 参数 为 :， 则 测 地 线 的 方程 
(12.8 变 为 
$2 y^ Lu h du d d 
seca kPa actu  0n9 


试 证 明之 。 但 «(39 C7 BE. 
(2) 在 (12.9) 中 只 有 上 =cas+pb(s HIK, a 与 6 为 常数 ) 时 ， 
e(t) =0, 试 证 明之 ,这样 的 参数 4= as cb 叫做 测 地 线 的 仿 射 参数 ， 
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求 和 的 篇 莉 写 法 ”以 下 谈 谈 如 何 简 化 式 子 的 表示 法 。 首 先 考 虑 下 
列 之 和 。 


Lia: 3-0; aj, 2 25 ^b! =a; 5b! +a}, 5b? 


式 中 左边 的 单项 起 aj » atb 里 ， 相同 的 指标 i 上 下 各 出 现 一 次 、 在 
这 种 情况 下 有 一 :种 习惯 ， 即 在 上 列 和 中 省 略 去 求 和 符号 2;, 分 别 记 做 


一 i i D 
= yis, a; bi = $a bi 
i i 


这 时 求 和 之 用 的 指标 i i 怎样 更 换 都 行 。 例 如 
a ^b! - a,, b? =a; ^ br 
^FBEFIT GR BUdE RUBER BME. YR. ck dH Oe HOP EC 
为 
9,2 9. 
» ou! 
规定 式 中 出 现 的 指标 i 总 是 写 在 下 方 。 今后， 就 使 用 上 述 关于 求 和 的 
简略 写法 。 
回忆 高 斯 公式 01.12) 与 温 加 顿 公式 〈11.13) ， 了 曲面 SEM A 
RO 的 局 部 表示 x-x(u!, u?) 满足 下 列 联 立 偏 微分 方程 : 


2x — 
cn (18,1) 
x k 
i fji pet HN (13.2) 
aN ' 
E = -H x, (13,3) 


《13.2) 的 两 边 对 u* d AZ. BA (13.2) 与 (13.3) 可 得 
-es »^ o 
(o5 EE Ho )N 


.. 然 因 
9?x, 9?x 


dutdu — "TET. 


将 03.0 代入 上 式 得 
{Rat -(H ,A;- Hj jH y )x, 


+ (38 - fabno)-(un. -hla n - o 
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R= H,Hj, — HH (13.5) 
py,H;-pHu-0 (13,6) 
式 中 令 


Ra 
valli = ol -和 (13.8) 


(13.5) 与 (3.6) 叫做 曲面 S 的 结构 方程 ， 特 别 是 〈13.5) 叫做 高 
斯 方程 ， (13.6) Mikky (Codazzi 方程 。 
(13.3) 的 两 边 对 u^ 偏 微分 之 ， 运 用 〈13.2) 可 得 


AAA = -( ME + Í A Hh pac Hi HN (13.9) 


然而 
9?N - 3N 
Qu*2ui 2uigu* 
将 03.9 代入 之 可 得 下 式 : 
PH; -y;H, «0 (13,10) 
xm 


y,BH^-uBh- f o E gs TALA 


并 且 运 用 了 由 Ho 五; 而 得 的 HoH = HH, ERS Rat un] 
做 曲面 GENEROSE 的 曲率 张 量 的 分 量 。 又 D,H ;; 叫做 第 二 基 
本 张 量 H; 的 共 变 导数 . 此 外 ， 下 列 恒等式 成 立 . 
V.H; = gia H) (13.11) 
《证 明 》 因为 Hi Bi 所 以 


Pi - (uH -f fi end,’) - f L [CHE EP 


运用 01.15 得 
9,Cg i Hj^) = gi COLE 5) + Oga H;^ 
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-GO (Efe D Les) e 
再 代入 上 式 得 
(nM ue d o rop) 
-gu(g, H^) GEHE) 


因为 恒等式 03.10) 成 立 ， 所 以 〈13.10) 与 柯达 齐 方程 (13.6) 
等 价 ， 故 得 下 列 定理 。 

定理 3.4 在 曲面 的 各 坐标 邻 域 里 ， 高 斯 方程 〈13.5) 与 柯达 齐 
方程 (03.60) Jor. 

再 用 曲率 张 量 的 分 量 03.7) ， 令 


R,ji, 7 Rajit Epa (13.12) 
它 叫 做 曲率 张 量 的 共 变 分 量 。 高 斯 方程 23.5 与 
Ra = HH; ~ Hu, (13,13) 


等 价 ， 也 叫做 商 斯 方程 .运用 人 恒等式 Has Hi 可 见 Ru, 具有 下 列 
人 性质: 

Rina = ~ Rins 本 (13.14) 
因此 ， 在 Rau 之 中 

Ran = ~ Ris = — Roa = Raz (13.15) 
其 他 全 是 0 。 然 因 
Ria: HT, - Hp Ha = —-dei(Hj) 

THEE 04 3E 79 Kj, H (9.20 ^u 


K SEC. g=det(g;;) 
在 各 坐标 邻 域内 下 式 成 芯 。 
Ri 
KK (13,16) 
整理 之 得 下 列 定 理 。 


定理 3.5 《高 斯 ) 在 各 坐标 邻 域 里 ， 曲 面 的 全 曲率 天 可 表示 疙 
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Rus: 
一 
从 而 ， 全 曲率 下 在 各 坐标 邻 域 里 可 用 其 第 一 基本 量 gj;; 以 及 其 偏 导 函 
数 gius Dagu 的 确定 (与 个 别 曲 面 无 关 的 ) 有 理 式 表示 。 

例 13.1 在 曲面 的 坐标 邻 域内 ,如果 华 标 曲线 互相 正 交 ， 试 证 下 
式 成 立 。 


K=- 


7 


af1 ev E y] 


(13.17) 


VG ao 
(REO 最 后 要 用 g = 上 C。 运 用例 11.1 89C10, Wu 


Rus 7 Ra G= (s. jÀl- «dai | hal- Í 2p IG 


ES EG (E, C, 2) -4 EEG, - LEGG, 


Be 
-lg,c- LEG,C, | 
4 4 


-Ar 十 人 1 
EG Eu) Dun 2 
Vi? 2 EG A| 


2 3 EG [Cz EG ). C26) 


JL SU 


M 


| 


du NAv u v NGC æ 

1 i 2[f1 eG 
K=- goo vel Ug T 

a( 1 9vE T" 

az N/G | àv | CUERO 


以 下 运用 结构 方程 证 明 几 个 定理 ， 
定理 3.6 只 由 脐 点 而 成 的 曲面 $ 是 球面 的 一 部 分 . 特别 当 此 曲 
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面 $ 是 完备 的 ， 则 $ 为 球面 。 
《证 明 》 由 假设 
. Hj;i-agj 
Ata HCC PHAR. 将 比 式 代 入 柯达 齐 方程 03.0 得 
(8,0)g;; - (9,0) g,; +0 Ei NV iEn) = 0 


Xm 
Veg n =g Sole hitess 
然 由 1.15) ^n Vegu =0 


(3,0)g;; — (OA) = 0 
此 式 两 边 乘 以 gf， 关于 指标 i 5 j RAS 
2(9.0) — (29,4) =0 Ao 908-0 
《其 中 使 用 了 gji81'=81 =2) 。 于 是 4 为 常数 。 故 由 例 10.2 8L RUE 
定理 成 立 。 GEH) 
例 13.2 只 由 平 点 (H2 0 的 点 ) 而 成 的 曲面 8 为 平面 的 一 部 
分 。 若 此 平面 5 是 完备 的 ， 则 S 是 平面 。 试 证 明之 ， 
《解答 〉 由 假设 H0, dk 如 5=0。 因 此 ， 从 温 加 顿 公式 
(11.13) 得 


-N 0 即 N= 一 定 


au’ 


， 又 因 入 ,x。=0，NN.x,=0， 故 存在 菜 常数 c 使 得 Nx c, 
此 式 说 明 曲面 S 是 平面 的 一 部 分 。 特 别 当 8 是 完备 的 ， 则 $ 是 平面 。 
GEH) 
定理 3.7 如 果 全 曲率 玉 为 正常 数 的 曲面 S HEBR D KEY 
点 ， 则 在 刀 内 主 曲 率 ， 与 不 能 达到 最 大 值 也 不 能 达到 最 小 值 . 
WE) dE 0.1/5, p. =1/%,， 根 据 对 全 曲率 的 假设 得 
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又 因 在 刀 内 无 脐 点 ， 故 在 九 内 可 设 


lol 
pi P2 
如 设 在 DD 内 的 点 P，1/Ppi IRAE, NEP, 1/p。 达 到 最 小 
E. KEAP 
9 
EG 
同时 成 立 。 


因为 在 刀 内 不 存在 联 点 ， 所 以 在 己 的 坐标 邻 域 O 内 可 使 坐标 曲线 
为 曲率 线 ， 此 时， 参照 习题 二 之 15(p.75) 可 得 


Hu= pti ,Hyij-2H4-70, Haz, 8578470 
1 DP 


又 在 柯达 齐 方程 (13.6) H, $ k=2, j=i=1, 再 将 上 列 关系 式 代 
入 之 ， 并 运用 例 11.1 得 


cUm) abeam 

9u^N p, 21 11 

. 3 d.k 1( 1 _ 1 \) Eun -0 
i a pl nti 2M Pi P» Qu? 


Ge A= o ano 


[e] PE 


E aa) zie 0. E ) DB én = 0 (13.20) 


因为 1/p, 关 1/p;,， 注 意 (43.18 ， 从 (13.19) 5j (43.20 可见: 
在 点 P 


Ən ?8u. 
Qu? Qu! 9 (13,21) 


再 将 3.19 5 03.20 的 两 边 偏 微 分 之 ， 在 点 了 考虑 ， 并 运用 
(13.18) 与 《13.21) ， 则 在 点 P 有 
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2? (4 Pi i .1N1 a'ga 
29u*3u? \ p, 2\ p, ps f gu WIU? 


22 ( d'E 
JulJul 一 Jul Jul =0 
utu c t$ 3 2s u ou 


上 一式 边 边 相 诚 可 见 ， 在 点 Pp。 
1 2? ( 1 Y. 
En uu? V p, ) z TET ui Pa ) 


-_ (1 .4 ) 1 ( d Es + dEn 
Ju? Ju? 2u'3ü! 


P, ps 28182: 
ith PE 03.10 得 
ac 41 ( 9^ gu d g ) 
2818 \ JU IU? Juləu! 
BLA ILIXTAXAPux. 
1 (yo roo (+) 
84 92229242 \ P, g&u ulu! V p, J 
f1 .1 
(à à )& (13,22) 
HZ EAR P, 1/p, XS ii. 1/P: d" 所 以 在 点 P 
PES 1 
"wir P, )< 0, jr 3) 0 


因由 假设 知 1/b,21/8;, K>0, "REI 
其 左边 之 0 ， 右 边 这 0 ， 这 不 合理 。 因 此 在 点 P,1/k， 达到 最 大 值 这 
一 假设 不 成 立 。 故 定理 得 证 。 

定理 3.8 全 曲率 天 为 常数 的 闭 曲 面 ， 只 能 是 球面 。 

GER) 设 在 闭 曲 面 $ 上 下 为 常数 ， 则 由 例 10.4401 K—9 0 .只 要 
证 出 S$ 上 的 所 有 点 都 是 脐 点 ， 由 定理 3.6 可 得 5 为 球面 。 

考虑 f= (fa 一 k,)*?， 不 论 §$S 有 无 方向 ，f 在 $$ 上 是 连续 函数 ， 
今 设 在 $ 上 存在 非 脐 点 ,根据 定理 3,7 知 f 在 S$ 上 不 是 常数 , 因 5 是 紧 
致 的 ， 故 在 S$S 上 存在 f 取 最 大 值 的 点 P。 在 点 PP 处 f 汪 0， 因此 在 点 
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下 的 充分 小 邻 域 万 内 ， f 0. XAK kk, 0, BIN k, 5 k, 同 
FBE D AEE k 4,220. EDk, — 5,70, IR f= (k-k) E 
PREKE, Wk, -k, EPERIK. RAK =k ik, — $30, 
HEP Ak, BIRAK, k, 达到 最 小 .由 定理 3.7 可 见 , 在 D 内 必须 下 
三 0. 这 与 久之 0 巴 盾 .因此 假设 在 此 曲面 上 存在 非 脐 点 不 成 立 . CEE) 


$14 HERH 


首先 叙述 偏 答 分 方程 论 的 如 下 定理 3.9 与 定理 3.10， 但 证 明 从 
路 。 考 虑 由 自 变数 为 41,2*》 的 mo 个 未 知 函 数 y!，…， "的 2m 个 
偏 微 分 方程 而 成 的 联 立 偏 微 分 方程 
31. spetsig) (hh) CAD 


Jui €«—1,:, 


JB fio 是 变数 (2 u? y! y GER**" PX D FED RS CT 函数 。 
当 任 意 给 定 如 内 的 一 点 Piol, wQ?, yo! Yo) 时 ,满足 初始 条 件 
y*Q, !, Ua?) 2 y,*, (az 1,-,m) (14.2) 
的 Q4.D 的 解 ， 在 了 P。 的 (包含 于 D 充分 小 邻 域 U-iQO'y»l 
jut- ut ce, jyt- y,"] «e (8 汪 0) 内 至 少 存在 一 个 时 ， 联 立 偏 微分 
方程 〈14.1) 叫做 完全 可 积 的 。 . 
定理 3.9 ”如 果 偏 微分 方程 (4.1) 是 完全 可 积 的 ， 那 末 满 足 任 
意 初 始 条 件 (14.2) 的 解 只 有 一 个 。 
定理 3.10 0052712 (14.1)》 为 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 


9f; af;* aft afe BN. 
人 )- -$w tl ay? tE) 0 (4.32 


TH rr. 
条 件 04,9 叫做 偏 微分 方程 (14.1) 的 可 积 条 件 。 运用 定理 
3.9 与 定理 3.10 EUH P UBRO GE PR. | 
定理 3,11 GE) ZVOER'-(Q5u)u'utc RIAR D 
={(u' ,u?)] |u- a’) <e, Jui-et]-e)b Ce 为 充分 小 正 数 ) 里 定义 
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f C" iE gn 与 Hu, BuETEDUS ER PAX. 
gii= gif Hj Hi, 
ER (Oo JETER., WR g: 与 总 ;满足 高 斯 方程 03.5 CÈ 
5j (13.13) 等 价 ) 与 柯达 齐 方程 (13.6) ， 即 满足 | 
Hu Hao) y,H4-y,Hu- 0 
" Ha Hn ? V,Ha-pyiHya- 0 
时 。 以 给 定 的 g: 与 Hu 分 别 为 第 一 基本 量 与 第 二 基本 量 并 且 满足 下 
列 条 件 的 局 部 曲面 5 ; D— E? 存在 : 
设 5 的 方程 为 x x(u',u?) (a!,a?*) ED, 则 

x(a',a?) =Å, x,(a!,a?) 2 B, x,(al,a?) =B, 
BAJ E RID 任意 向 量 ，B, 58, 是 满足 条 件 

B,:B; -g;,(al,a?) 
的 《Es 内 的 ) 任意 向 量 ， 而 且 这 样 局 部 曲面 5 只 有 一 个 。 
《证 明 > KERAMA x, xi. xa, NIRAS ITE (13.1), 

(3.2), (13.3 .此 联 立 偏 微分 方程 的 可 积 条 件 是 


(151 ze HuN)- (dde HN )= 0 (14.5 

VIX (13.5), (13.6), (13.10), 然而 (14.5) 是 8578;j, Hi - Hi, 
[il-f ih BERE. XAFS 所 示 03.10 与 (13.6) 等 价 ， 
(3.13 与 (13.5) 等 价 。 故 须 考虑 的 偏 微分 方程 的 可 BUR 是 
(13.6) 与 03.13 。 即 〈14.4) 。 

根据 定理 的 假设 ，(14.4) 成 立 ， 所 以 联 立 偏 微分 方程 (13.1)， 
3.2), (13.3) 完全 可 积 。 故 满足 初始 条 件 

x(a!,a?)=4ÅA, x,(a!,a?)=B,, x,(a!,a?) - B, 


B,xB, (14.6) 
1B, x B. | 


Ras = 


(14.4) 


N (a! ,a*) = 
的 解 
x=x(u!,u?), x,-x,(ul,u), x,- x,(ul,u?) 
N = N(u!,u?) (14.7) 


一 
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存在 ， 而 且 只 存在 一 个 。 
首先 证 明 解 (14.7) 恒 满 足 
XiX; =g Xi N=0, NN=1 (14.8) 
为 此 ， 令 
F;-zx;xi-En, Fi-xj;.N, F-N:N-1 (14.9) 
6,8?) 在 D 内 的 C” 曲线 c,u^-u^(t) (ib a^ -u^(0)), 


考虑 通过 C 
沿 ¢ 微分 这 些 式 子 得 
i (bere 
= (ft EuN) ni ew) 
- (fijen + les) 
REG M 
dp) 9 (14.10 
meo Sonar 


(loce ma) n tonno 
| 


k 
b IF + HyF- HAE, JU amw 


^ owl 
- dF ƏN du* du* 
还 有 -= 2N Ju di —2N-.CH,5x,) PS 
k 
2 "E 2H jp, de (14.12) 


WRR 04.10 , 4.10, (4.12) E READER F pu, FiF 的 


联 立 常 微分 方程 ,由 其 右边 的 形状 可 见 它们 有 人 解 Fj; = 0,P =0,P=0. 
显然 ， 这 组 解 满足 初始 条 件 
Fj(a',a^)-0, F,(a!,a?) 20, F(a!,a?) 20 (14.13) 
然而 ， 用 (14. A (04.9) 定义 的 Pii Fio F 沿 曲线 “ 是 常 微 分 
方程 (14.10)，(14.11),(14.12) 的 解 ， 而 且 满 足 初 始 条 件 (14.13) . 
歼 由 解 的 唯一 性 可 见 ， 这 两 组 解 一 致 。 即 用 ALD 以 (14.9) 定 义 的 
Fis F, FEHR ESTO., Wide 04.9 f. 又 因 
域内 任意 的 点 与 点 (a ,a*) 相 连 的 C” 曲 线 ¢ 存在 ,所 以 对 于 (14.7)， 
《14.8) 在 DD 内 恒 成 立 . 
以 下 说 明 在 解 〈14.7) PERH 
x=x(u!,u’) 
定义 局 部 曲面 。 为 此 ， 运 用 从 (24.8) 得 到 的 
XX, SEa, XX. = B20 
VE E) 为 正定 抢 阵 ， 则 可 作 如 下 推论 。， 
(x, XX) (X, XX) «s x, x) (x,*x,) — (x, x,)? 
= guga 85770 
M x xxx 0 
这 说 明 x =x(w',w?) 定 义 一 个 局 部 曲面 $ .再 从 (14,8) 与 (13.2) 
"nj A 
| xc c jh 
au! Ji 
成 立 。 即 局 部 曲面 8 的 第 一 基本 量 与 第 二 基本 量 分 别 为 预先 给 定 的 
g&u 5SHjü, 而 且 根 据 偏 微分 方程 (13.1)，(13.2)，13.3) 的 解 的 唯一 
性 可 知 ， 满 足 〈14.6) 的 这 样 局 部 曲面 只 有 一 个 。 GEE) 
定理 3.12 如 果 存 在 两 个 局 部 曲面 S:D-E? 与 S:D—E? 分 
别 以 相同 的 gi 与 豆 ; 为 其 第 一 基本 量 与 第 二 基本 量 , 则 8 与 8 合同 。 
GERA) 设 局 部 曲面 8 与 8 的 方程 分 别 为 zx= x(ul:u2) 与 x= 
x(u!,u*), XES 与 5 分 别 满足 初始 条 件 


x(a',0) =Å, x,(a!,0?) - B, x;(3!,a?) « B,, 


ix, LTHGN 


Xj*Xi-cÉ, 
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B;-B; - g,,(a!,a?)5 
x(a',a?) = A, ¥,(a',a?)= B, 3;(a',a?) - Bs, 
B, B; - gj;(a! ,a?) 
再 设 
N (a! ,a?) = ETAR N (a! ,a?) = Bix B 
[Bx Bill 


这 时 存在 ”的 运动 T: ESE 使 得 
本 
T (N (a! a?) ) = N (a! ,a*) 
而 且 这 样 运动 T 只 有 一 个 。 在 此 运动 T 下 ， 移 动 曲面 5 而 得 的 曲面 $ 
STE, 显然 与 了 有 相同 的 第 一 、 第 一 EKE gj Hades 
与 写 有 相同 的 第 一 、 第 二 基本 量 go Ho MEME 
x(a!,a))  X(al,a?), x,(a',a?) 2 x,(a',a?), 
x,(a',a?) = X,(a!,a?) 
N (a! ,a?) = N (a! ,a?) 
式 中 设 祝 的 方程 为 x= Xu), NSN S 5 S 89 28 RE Hs Fg 
量 . 故 由 定理 3.11 40 (因为 5 与 5 是 给 定 的 曲面 ,所 以 它们 满足 (14。 
4)) ,3 与 S 一 致 ， 即 = $ =7。S， 故 $ 与 8 合同 ， (证 毕 ) 


N (a^, 2?) ` 
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$15 曲面 的 映射 


设 给 定 从 曲面 $ 到 曲面 5 中 的 连续 映射 e.S--S. ERS 的 化 


标 邻 域 (55,8,O) , CU, p0, 0) (0-5 €(O0C SD 为 局 部 
曲面 时 ， 即 〈1 ,qo0,O) Jy S AE XS AUI, BRÉS e; 5 一 5 叫做 
正则 映射 。 即 、 如 果 S 在 任意 坐标 邻 域 0 的 局 部 表示 为 x = x (x,2?)， 
Clu,2) EV), WE 

x-X(u,v)-q(x(u,v)), (Q,2) € U) (15,1) 


Up 


s 


b mcm 
an 


是 $ 的 一 种 局 部 表示 ， 则 9, S ->5 为 正则 映射 。 这样 ,用 局 部 表示 
(15.1) ARSH MIK S 与 8 分 别 在 坐标 邻 域 0 与 O = 9(O) 里 可 
用 共通 的 坐标 系 (u,v) ER. 


例 15.1 à S HPE- ORM, 其 方程 为 


%2 十 yy2 十 52 一 2 一 0 
RA S 去 掉 点 W (0,0,1) 而 得 的 曲面 为 S， 设 xy 平面 z=0 为 S。 
在 S 上 取 任意 点 P, RER NP 与 5 的 交点 为 了 PP。 根据 对 应 f: 
P 一 P 了 定义 映射 /; S->3。 设 点 己 与 己 的 位 置 向 量 分 别 为 x 与 壹 ， 几 
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显然 ， 此 f: S — S HIEN 
ShÉd. XE f. S 一 5 叫做 
球面 $: 的 极 射影 。 S 可 用 
下 列 三 个 局 部 曲面 0 ,0，， 
Oi». 

cos? sinq 


0, «1 snosne } (o<*<r， 00-9.) 


` ] + cosq 
-cost sin $ 
01:2-3 sinb sin | 
1 + csp f 
1 
(os, o< dco 
i 
OQ, x= 
x i 
_ y | 
(yr ) 


(rere) 


运用 (15.2) "TA, TÍ(O», S 的 下 列 局 部 表示 成 立 。 
Er 


1 indsin ) (oen oct E) 


X m... 
1- cose 


EHSL, ZEM c 
4(52 3?) BE. Cn D 0 
T$ (15.2) 与 球面 的 方程 x?+y?= -z tz 代入 此 式 ， 可 导出 一 个 
一 次 方程 
Bx+Cy+(A-D)z+D=0 
可 见 ，S 上 的 圆 ($ 与 平面 # 的 交 线 ) 变 为 S 的 圆 了 。 特别 是 平面 x 通 
过 点 WW(0 ,0 ,1)(4 =0H, ATHER. 
例 15.2 Ex S: x 


ty a4z*-z-0, z <-i 


中 心 为 C(0 ,0 ,一 -). 设 7 


平面 z= 0 为 8。 对 于 S 上 的 
ERSP, 直线 CP 和 5 的 交 
点 与 之 对 应 ， 由 此 可 定义 映 
射 1;: S 一 5 。 用 与 例 15.1 相 同 
方法 可 见 ， 此 f 为 正则 映射 。 
根据 这 个 正则 映射 f. S 上 的 Bos 
大 贺 变 为 平面 $ 上 的 直线 ， 这 个 叫做 中 心 射影， 

Bj 15.8 设 5 为 xy 平 面 z=0. 设 5 为 圆柱 面 *?+y? =at a>). 
将 平面 3 卷 在 回 柱 面 3 上 而 得 映射 /1S 一. 设 $S 上 任意 点 P 与 P= 
[COSE BUS = xj, Wig 


如 果 26 e i x= | y | 
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IK x- i 
| asin i | 
L y | 
这 时 


At S -- S JE mgr. 

定理 3.13 ”对 于 二 若 面 8 ,S$ , Zp: 5S 一 $S 为 正则 映射 .这 时 ,对 
于 S$ 的 任意 点 P HE PIRR IIE o 在 天 上 的 限制 是 末 及 其 象 瑚 = 
KU) ( 己 §) 之 同 的 拓扑 映射 (在 这 种 情况 下 ， 有 时 称 o. SS 
局 部 拓扑 映射 〉》. 

GER) 根据 正则 映射 的 定义 与 局 部 曲面 的 定义 ， 显 然 此 定理 成 
立 。 

设 ;5 一 5 为 从 曲面 5 到 曲面 5 中 的 正则 映射 . 设 e T>S 


yacoszx 
D 原 书 有 误 。( 见 下 图 ) 原 文 是 x s (onins) ( 译 者 注 ) 
了 


D ”原文 是 l ERETIETETE GA 


为 一 条 曲线 ， 则 曲线 e = pec; 1 S mE e TF eR DL eco) id 
之 ， 这 时 下 列 定理 成 立 ， 其 证 明 容易 。 
定理 3.14 ”曲面 S 上 的 正则 曲线 c ENE Sg f: SSF 
8928 c JE Wü] i ZR. 
正则 映 身 的 微分 映射 ” 设 9，S -5 为 从 曲面 5 到 曲面 5 中 的 正 
则 映射 。 取 一 点 PE 5S, 设 P=qp(CP )€ S。 取 5 在 点 P 处 的 切 向 量 妥 
《 即 AETp(S)), 取 5 上 的 任意 CHAR 7， 考 虑 8 上 的 C” 函数 f= 
了 .9. 这 时 ， 可 根据 


Af - Af - AG-9) (15,3) 
AESXCYESRPARSBOUEREA (GETI. D. EAN 
A - 9P*CA) (15.4) 


表示 之 ， 则 决定 线性 映射 
qp* ,Tp(S)—>To (py (S) 

(参照 下 列 [问题 15.125 .这 个 pp* 电 做 正则 映射 P: S S 在 点 的 
微分 映射 。 | 

【问题 15.1) 当 9:5 一 5 为 正则 映射 时 ， 在 5 的 坐标 邻 域 0 与 
了 的 坐标 邻 域 O0 = mp( 0 ) 使 用 共通 的 坐标 系 (w,?)， 则 对 于 在 点 PEO 
处 8 的 切 向 量 4A = A4 Gp A np, - 

P(A)= A(Z, p+ A (x03, (P=p(P)EO) (15.5) 
成 立 ( 即 4 与 pA) FERDIE . REH. ER F 
=P x, 

定理 3.15 设 S， 了 3， 了 为 曲面 .如 果 €. S—S5b: $—$ 
都 是 正则 映射 ， 那 末 复 合 映射 (eel S — S 为 正则 映射 。 

< 证明》 从 正则 映射 的 定义 ， 显 然 此 定理 成 立 。 

定理 3.16 如果 e. S-- 5 为 从 曲面 S 到 曲面 8$ 上 的 同 胚 映 射 ， 
而 且 是 正则 映射 ， 则 1:，S-> S 也 是 正则 映射 。 

此 定理 3.16 里 的 ，8S -8 叫做 正则 同 压 映射 。 当 映射 e. S 
< SHENAE, Mik 5S 与 5 是 正则 同 压 的 曲面 。 


一 104 一 


《定理 3.16 HUR) 设 5 为 曲面 8 的 图 册 。 任 意 取 局 部 曲面 
(U,9,00€8, FARHA (U,o-9,«(0D ， 于 是 它 是 5 的 坐标 
邻 域 。 作 
8 -((QU,v 0,9C0)) (U,9,00 € 8] 
因 是 正则 映射 ， 故 可 将 多 看 做 5 的 图 册 , 如 果 从 号 任意 取 局 部 曲面 
CU ,9, 00, (QU 9 71-8, p7 (020) = (UV,9,0), (但 式 中 设 0= qs9， 
O=O), WE SO RAD, JT 97? 为 正则 映射 .《 证 毕 ) 
设 9:S 一 5 为 正则 同 有 厌 ， 为 5 的 任意 向 量 场 , 则 在 S$ 上 可 定义 
Xo = Pp( X01), (PES) (15.6) 
为 向量 场 ， 此 向 量 场 以 
X-9*(X) 
表示 。 P* 叫做 的 微分 映射 。 

【问题 15.2】 运用 前 页 [问题 15.1] 的 结果 ， 对 于 正则 同 胚 Pr 
S- S, RIA (15.6》 可 定义 S$ 上 的 一 向 量 场 XX。 

【问题 15.3] 对 于 SS 上 的 任意 向 量 场 疏 与 任意 C" HAE fs AE 

qQ*(X)(fs97)) S (X f)90 
成 立 。 但 设 e; S SHEME. 

【问题 15.4] (D ibe: $5 为 正则 映射 。 设 5 的 一 个 坐标 
邻 域 0 的 坐标 系 为 包 !，z2)， S 的 一 个 坐标 邻 域 0 的 坐标 系 汐 Cu! y. 
2)。 对 于 ONy-1(O) 内 的 点 P 在 0 的 坐标 (1!,2?) 与 eCPOTEORS 
坐标 (u',u?) 对 应 之 ， 则 得 CT BÉ utuutu), AER. 

(2) 设 P 处 的 切 向 量 委 在 0 的 分 量 为 (41,4?)，A =qp*(A》 
在 0 的 分 量 为 《41,， Æ). REFR. 


$16 ”等 距 映 射 


ie. SS 为 从 曲面 S$ 到 S$ 上 的 正则 间 胚 ， 而 且 对 $ 上 的 任意 
正则 曲线 ede e P e 的 象 q(e) 与 6 有 相同 的 强 长 , 即 Z(¥(c)) =Le. 
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EH, o 叫做 等 中 映射 ， 并 说 曲面 $ 与 5 等 距 。 例 如 ， 将 一 张 纸 8 光 
潜 地 、 无 伸缩 地 变形 之 ,可 得 如 下 图 3.6 所 示 各 种 曲面 8 ,8 ,…, 这 
些 都 和 S 等 距 ， 


S — 
$ 


E 3.6 


由 定理 3.16 可 见 ， 如 果 e. S-- 8 是 等 距 了 映射 ， 则 p-!; -> 
S$ 也 是 等 距 映 射 。 又 如 果 e. S S54 3->S 是 等 距 映射 ， 则 复 
合 映射 p: 5S SERERE 〈 参 照 定 理 3.15). 从 而 可 将 E* 中 
的 曲面 全 体 的 集 按 互相 等 距 的 曲面 而 分 类 ， 

定理 3.17 C^ 同 肛 e. S— 8 为 等 距 映 射 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 
S 的 任意 坐标 邻 域 O， 使 用 0 与 0 = 9(0) 中 的 共通 坐标 时 ， 

E-E, F-F, C=C 即 Eragi 

Hor. SUBE.F.GGU 860 为 8 在 0 里 的 第 一 基本 量 ; E, F, G 
H z;O 为 3 在 O 里 的 第 一 基本 量 。 

《证 明 〉 设 9: S> SARERA. ERER 6:1—0(c—5, 
则 ple》 为 poc: [T0 dnikI-Ce,b2, Wi (8.125 得 


L()- fy EC "2 +2F (和 yau 
fiV EOY a a aA 
= L(p(c)) 
上 式 两 边 对 积分 上 限 了 微分 之 得 


a(g) +a at ela) 
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-z( Ly rA Le do Y 


JEAOSPT HEX CT um u-u(t),v-v(t) (tC Dyksr, W 
-E,F-F,G-G 

Ex. MRE- E, Fer, COGRSÉETRHSROBA 
立时 。 根 据 求 弧 长 公式 (8.12)? 可 见 ， 对 于 SS 上 的 任意 曲线 c， 工 (c) 
= LO) 有 成立。 GE) 

曲面 上 的 几何 党 ”在 曲面 5 的 性 质 或 曲面 $ 上 的 图 形 性 质 之 中 ， 
在 5 的 等 距 映 射 之 下 不 变 的 性 质 蔬 做 曲面 的 内 蕴 性 质 (intrinsic pro- 
perty) 。 研 究 曲 面 的 内 毒性 质 的 几何 学 叫做 曲面 上 的 几何 学 。 由 定理 
3.17 可 见 ， 曲 面 或 曲面 上 图 形 性 质 是 内 冀 性 质 的 充 要 条 件 是 ;， 它 只 
能 用 曲面 的 第 一 森 本 量 玉 ，F，G (或 8j;) 以 及 其 篇 导 函 数 写 出 来 。 例 
如 ， 曲 面 的 全 曲率 ， 曲 面 上 的 曲线 之 长 ， 二 切 向 量 的 夹 角 ， 划 面 内 的 
焉 离 ， 曲 面 上 的 曲线 的 测 地 由 率 ， 测 地 线 等 都 是 曲面 的 内 曹 性 质 . 要 
想 研 究 曲面 上 的 几何 学 ， 需 要 推广 曲面 的 概念 ， 通 过 研究 第 四 章 与 第 
五 章 所 述 二 维 黎 曼 空间 的 性 质 才 能 达到 有 具 的 ， 因 些 在 这 里 不 特别 展开 
曲面 上 的 几何 学 研究 。 

【问题 16.1】 试 证 下 列 各 量 是 曲面 的 内 莹 性 质 。 

(1》 gum) — (20 gu EG de Z Ee 

(3) 切 向 量 之 长 《4) 曲面 虐 图形 的 面积 

C50 曲面 内 的 距离 (6) ii Legge aS t 

(7) MER (8) 二 切 向 量 的 夹 角 


Q9N aN 
| Qu! Oui 


它 叫 做 8 的 第 三 基本 量 ， 试 证 下 式 。 
Cj; —2hHj + Kgii 0 
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式 中 gu, Hu, 与 尺 分 别 是 第 一 基本 量 ， 第 二 基本 量 ， 平 均 曲 率 与 
全 曲率 〈( 没 坐标 曲线 为 曲率 线 来 证 明 》〉，。 
2. 试 证 曲面 ，x =x(w,v) 的 全 曲率 下 可 用 下 式 表 达 。 
PIMEZLALAL t yis |*,, x, Xl? 
3. 在 曲面 $ 上 的 一 点 P， 任 取 互 相 正 交 的 单位 切 向 量 A4,8 ,由 
全 曲率 在 P 处 的 值 K 由 
Kp=H(A,A)H(B,B8B)- H(A,B)’ 
—-(LCA),AXX(LCB), B) - (L(A),B)’ 
而 定 ， 试 证 明之 。 
4. 在 E? 内 对 于 曲线 C: x») (s 为 弧 长 )， 由 方程 


X=y(s) t vt(s), (v0 t= d») 


所 表示 的 曲面 S 叫做 曲线 C 的 切线 曲面 .但 设 C 的 曲率 « 到 处 不 为 0。 
这 了 时， 曲面 $ 的 充分 小 邻 域 与 平面 的 一 部 分 等 距 。 试 证 明之 。 
5. 当 坐 标 曲线 为 曲率 线 时 ， 试 证 柯达 齐 方程 (13.6) 
ak, 1 E 2k, G, 
» 73 g TED E co ch D 
等 价 . BE, 5 k, 分 别 是 w bé 3 v hau. 
6. inp $ 的 第 一 基本 量 ， 第 二 基本 量 分 别 为 
E-1,F-0,G-11L7—1,M-0,N «0 
时 ， 则 SS 是 底面 半径 为 1 的 圆柱 面 的 一 部 分 ， 试 证 明之 。 
7T. 考虑 从 曲面 8 到 $ 之 中 的 正则 映射 9，S->S. 对 于 S 上 的 
任意 正则 曲线 c， 工 (ce) = 工人 (9(c)) 成 立时 ， 叫做 局 部 等 距 上 映射 。 
正则 映射 9 为 局 部 等 距 映 射 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 5 上 任意 点 了 处 任意 
二 切 向 量 CSH A, B, 
(A, B)p- (9p*CA), P*CB))o cp) 
成 立 。 但 符号 (”， ) 在 左右 两 边 分 别 表 示 在 8 与 的 内 积 。 试 证 明 
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s. 已 知 回转 面 S; x-x(,9, 其 中 


cosu coshe \- 
rx(u,v)- | sinu cosho ) (COLUNT, — o <V 0) 


[* OSD 
XU,D)= v us OLTI, ~ oou LL) 
v 


定义 映射 gp: S$ 一 5 为 
q(x(Q,v)) = x(sinho,u) 
则 为 等 距 映 射 。 试 证 明之 。 

9. 设 已 知 从 曲面 $ 到 5 的 正则 映射 9; 5 ->S。 对 于 5 的 任意 

点 了 外 任意 二 (5 的) 切 向 量 和 4,8， 假 设 
ACP)(A,B)p=(qp*( A), 9e*C BD. i» 

RE. E ;5 一 尺 是 取 正 值 的 C" 函数 .此 时 , e; 5 一 5 叫做 局 部 

共 形 2 映射 . 当 存 在 局 部 共 形 映射 p: 5 一 $5 时 ， 就 说 5 与 5 局 部 共 

形 。 试 证 下 列 事实 ， 

(1) 正则 映射 p: 5->5 为 局 部 共 形 映射 的 充 变 条 件 是 

E-AE, F -AF, G -ÀC mÁgn-ÓMu 

成 立 (在 5 的 任意 坐标 邻 域 0 与 p(O ) 使 用 共通 坐标 系 ) 。 

(2) 9 为 局 部 共 形 映射 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 点 P(ES) 
与 了 P 处 的 任意 《5S 的) DARA, B; A 与 BHAS e*(A) 5 
PŽ BHEART. 

(3) HM gi -AÀg 时 , 则 5 与 5 的 克 氏 记号 之 闻 成 立 如 下 关系 。 

= d+ I Mes 


JB As A, M eg, 
(4) 对 于 局 部 共 形 映射 p, 当 和 为 常数 a 时 ,p 叫做 局 部 相仿 


D “ 共 形 ”和 “ 保 角 ” 是 同 义 语 。《〈 译 者 注 》 
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上 映射。 局 部 共 形 映射 q 为 局 部 相似 映射 的 充 要 条 件 是 
d- lid 


(5) 当 q; 5 一 5 为 局 部 相似 映射 时 ， 对 于 任意 的 点 PE S， 
下 式 成 立 。 


成 立 


Ks (P) =a*Kp 

但 下 与 下 分 别 为 S$ 与 5 的 全 有 曲率 。 

(6) 当 qm: 5S->5 为 局 部 相似 映射 时 ， 对 于 5 上 的 任意 向 量 场 
X, Y, 

9*(y,X)- V os qi P*(X) 

成 立 。 但 与 分 别 表示 5 与 5 的 共 变 微分 . 

10. 曲面 $ 上 的 测 地 线 全 是 直线 的 充 要 条 件 是 ， 5 的 第 二 基本 
量 为 0 。 试 证 明之 。 

11. 如 天 例 15,1 所 示 ， 从 球面 S: 的 一 部 分 8 到 平面 8S 上 的 极 
射影 f. SSE 5 的 局 部 坐标 邻 域 O。 内 考虑 之 ， 则 得 

ds? = dx? + dy? + dz? = (1 — z)? (dE? + dy*)-(1—z2:)d$? 
试 证 明之 。 但 Qs? 5 ds? 是 在 f 下 对 应 点 处 8 与 人 的 线 素 .( 即 极 
射影 是 局 部 共 形 映射 .) 

12. 在 从 S 到 5 中 的 正则 映射 f, SSF, ERREZ ARA 


fas fif r ainos 

(o; 为 各 坐标 邻 域内 定义 的 n 个 C” 函数 ) 时 ， 则 $ 的 测 地 线 c 的 象 
fc) 是 5 的 测 地 线 ， 试 证 明之 。 这 样 映射 /叫做 局 部 射影 映射 。 
(Bil 15.2 中 给 定 的 中 心 射影 是 局 部 射影 映射 。) 

13. FRES, FERS P:S -> S 叫做 曲面 5 的 等 距 变 换 。 
试 证 以 下 事实 。 | 

(10 曲面 $ 的 等 距 变 换 全 体 作成 群 (关于 映射 的 复合 ). EC 
叫做 曲面 S 的 等 距 变 换 群 .有 时 把 G 的 子 群 叫 做 曲面 5 的 等 距 变 换 群 . 
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(2) 设 曲面 8 的 等 距 变 换 群 为 C。 任 取 S 的 二 点 PP 与 GQ， 如 果 
存在 G 的 元 9 满足 8 =p(P)， 那 末 G 叫做 在 8S 上 是 可 迁 的 。 当 曲面 
S 的 等 距 变 换 群 G 在 S$ 上 是 可 迁 的 ， 则 S$ 的 全 曲率 天 一 定 。 

《3 ) ”如 果 闭 曲面 5 的 等 距 变 换 群 G ES LETE. WRS E 
球面 或 者 是 其 一 部 分 (其 实 ， 在 这 种 情况 下 ，S 是 球面 ) 。 

《注意 》 欧 氏 空间 E 绕 原 点 0 的 回转 全 体 作 成 回转 群 S0(3). 
在 以 0O 为 中 心 的 球面 S E, SOG) 做 为 等 距 变 换 群 作用 于 其 上 ， 而 
且 是 可 迁 的 。 还 有 E? 的 运动 全 体 是 E 上 的 等 距 变 换 群 ， 而 且 是 可 
迁 的 。 

14. 试 证 下 列 事 实 。 

(1) 球面 与 平面 的 任何 部 分 也 不 是 局 部 等 距 。 

(2) 球面 不 能 以 局 部 相似 映射 映 在 平面 的 任何 部 分 。 

《注意 》 RELEJE 14 可 见 ， 地 球 表面 上 的 图 形 不 能 在 平面 
上 画 出 它 的 相似 图 形 。 即 在 平面 上 画 不 出 忠实 的 地 图 。 

15. 设 p: S> SHAE SEAS EURER, Æ S 的 各 坐标 
PROE, Xit 

H(X, Yo- HCo* (30 ,9* CY 9 
XHEXIBP EUZX,. Yr. MEOS pg(O) 使 用 共通 坐标 系 ， 设 
Hi-Hij 
IRHSHARB)IE SSSUmS-xxB, Hat H9) H SHY 
量 ,， 这 时 5 与 5 合同 ,9 ES 的 一 运动 在 S$ 上 的 限制 ， 试 证 明之 ，。 
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第 四 章 M 形 


$7 X 形 


Re (Vnum xi, eanc Ryn nee Sr esa]. 2E JAR* 的 
FEUR) R 中 的 映射 f: UR 时 ， 取 任意 点 P.) €U, 
设 1(P) (€ ROB ER C! x0, DR x* uum BE, 
得 到 定义 在 U 上 的 5 个 函数 Fi(X!,…5X*) (m1, sum), RAN 
说 可 用 方程 

= WX! (Xl HEU (17.1) 
表示 映射 11:0 一 R"。 如 果 (17.1) 的 右边 函数 (x%1 2%) (hsl, 
…,n) 是 C” 函数 , 那 末 映射 UR 叫做 C" 映 射 。 再 设 世 = (0)， 
当 f :UU 是 同 且 映射 而 且 fj:0->0 与 广 ! ,UVU->U 全 是 C” 映射 时 ， 
则 f.U--Um|jk C" BERS. 

XX iLMOSXHDÉ ESEA Miz, n 为 自然 
数 。 给 定 让 的 开 集 合 族 {0.1aE 4} (4 为 某 集 )， 而 且 对 其 各 元 0。 给 
AREA hOU (Ua 为 R 的 开 集 ) ,并 满足 下 列 条 件 CO, diy 
Ej, 3b3058 -((00,,9,,02 |a c 4} 给 放 以 微分 流 形 的 结构 ，M 叫 做 微 
分 流 形 ， 或 简略 地 说 流 形 。 说 这 个 流 形 开 的 维 是 n, 以 dimM =n X 
zn. 

Gi) M= U O. {Oac 4} 是 让 的 开 复 盖 ) 。 

Gi) 当 On Og C. (o, BEDR, $ Ou, = On Op， 则 映射 

0,9057 1 :0p( Op)—> Oa (Oag) | 
是 C” 同 胚 映射 。 (其 中 ，b8(O8) 与 9,C0,0 J& R^ 的 开 子 集 。) 

X, S 叫做 流 形 必 的 图 册 (atlas). 本 书 假设 流 形 叉 满 足 第 二 可 

数 公 理 ， 并 且 寻 是 连通 的 。 


一 112 一 


D Oa 68， h 
一 一 一 一 
J Ta Oan) 98 (Oa p) 


4,1 


.o488Q., €, 00 Oa n Ma SEE 8d. TF 0。 内 的 任意 
HP, A ba (PEU C ROUES Gv) 时 ， m 个 数 的 组 
(51, ,27) 5 Os 的 各 点 了 成 一 一 对 应 ， 此 (x!… ,x") nM P TE 
Oa 的 坐标 。 这 时 就 说 坐标 邻 域 0。 内 的 坐标 系 是 (x!1，,…,*")。 设 坐标 
JPR O. 与 Og P3 EG AER IRA 2g (x5, x0 Ej (XE ee X0), Ou E 
O.N O=, Os 的 各 点 了 在 0。 与 Op 的 坐标 分 别 为 (x!，,…,%") 与 
(Ei, ER, MAA 到 是 (%!,…,%") 的 C" 函数 ， 写 做 
X= WX, KX) (h-],--,n) (17.2) 

此 方程 (17,2) 表示 映射 0590,71,9, (0,5) — 05 (0,5), yt. (17,2) 时 做 
在 Oan Og 里 的 坐标 变换 。 

iE GNJOMESJTSRO, R" HIRU , ERA 0,0—U(C R»), 
EBUMISENEE S 的 元 (U., bas O0. 3 0. = 0 Ox, 9.8171, 
0,(0,)—9(0,^) 为 C7 映射 ， 即 z^-x(x,,2*) Jg Ct 函数 时 ， 
<U, 9,0) nl ifc JE M d SE ER DB. (EL, 229 Oa 内 的 坐标 系 ， 
CX, e, X8) ROPIAE ERA. 

有 向 流 形 cnitgCUMBEHS 的 任意 二 坐标 邻 域 O，0， 
当 在 ONG 里 的 坐标 变换 (17.2) 的 雅 可 比 行列 式 满足 

9(x!,---,x") 


Cui, rs) 0 
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时 ， 就 说 图 册 男 4$ M—855, XU Md Go. My, MG 
种 方向 。 

例 17.1 (D mA 自己 看 做 它 的 开 集 ， 则 R" 是 以 多 ={(R"'， 
QR EUIS n 维 流 形 并 具有 方向 ， 但 设 映 射 i R" R" E 
射 。 这 样 流 形 R" 叫做 n 维 仿 射 空间 。 

(2) 在 例 6.1 可 见 ，3 维 欧 氏 空间 5 内 的 球面 S: 为 二 维 流 形 。 
同 理 ， CARES zjg Erti 内 的 球面 

$*2i(x!,-.. (AT | x? )? 十 ， … 十 (Mr+1)2 =1} 
En 维 流 形 。 而且 S" 具有 方向 。 

(3) 在 第 二 章 里 定义 的 上 £3 内 的 篇 单 曲 面 〈 在 第 二 、 第 三 章 里 简 
称 之 为 曲面 ) 是 二 维 流 形 。 mE 

例 17.2 射影 平面 对 于 MW - R* - (0, 0, 0) 内 的 两 点 (*31， 
X S3, y’, Y°) Ey! = kx!,y? —kx?, y*-kx?, (kX0) 
RIRE, x7, x )—(y!, y, 73)， 则 在 形 内 ,一 是 一 种 等 价 
关系 。 用 这 种 等 价 关 系 一 将 对 分 类 而 得 的 等 价 类 全 体 的 集 已 2 = 到/ 一 
叫做 射影 平面 。 包 含 六 的 点 己 的 等 价 类 以 [已 ] 表示 ， 设 在 对 应 Pa 
[5PI 下 决定 的 映射 为 n; MP, 对 于 P? 的 子 集 G， 当 7X-1(6G ) 为 
R 的 开 集 时 ， 定 义 G 为 P? 的 开 集 ， 这 样 就 在 P? 里 引进 拓扑 。 以 
TER P? 为 二 维 流 形 。 在 P 内 考虑 由 以 下 三 个 开 集 作成 的 复 盖 。 

O, -i[Ox', x?, x?5]|x' x0} 
O, -i[COx!, x?, x3)]|x?2e0] 
O,-i[G'!, x*, x*)]|x? 30) 
ES 0,:0,— R* 分 别 定 义 如 下 。 
1 2 3 i x? x? 
BE, x, DD (Z Z) 


E 


9, OQ, x. E z) 


x5 ^ x? 
x 
9,QOe, x*, x3)]) = (5 , A) 


1) 也 说 可 定向 或 定向 ( 译 者 注 ) 
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SREO, O, O, Eb Eg Qu), (Qu!;u^),(Cu!, T2), 
则 在 On0.，0:nO0:，0:nhO， 里 的 坐标 变换 分 别 为 


1 ~ i! ye 
| br | i! | u! = 
— u? ~ 1 1 
u? =- u? =r diis 
A Pt 为 二 维 流 形 。 
考虑 以 原点 为 中 心 的 球面 S?cR*-((0, 0, 03. TER IR S E 


S? 上， 则 得 x. S]O-P7, 此 映射 为 从 S 到 P*? 上 的 连续 映射 。 
ES? 紧 致 ， 故 P 也 紧 致 。 
参考 :3 一 已， 可 作 P? 如 下 。 即 考虑 


SO S? 的 半球 面 $/， 其 边界 线 C 为 大 园 。 如 图 
N 4.2 所 示 , 以 球面 S$* 的 中 心 为 0 ,将 边界 线 C 
O 上 的 任意 点 PP 与 其 对 径 点 P 等 同 起 来 ， 就 
能 做 出 P*。 但 不 能 把 P? 画 成 E? 内 的 曲 
图 4.2 射影 空间 与 射影 平面 P^ 完全 相同 ， 
定义 n 维 射 影 空间 P"(n 宇 2)， 则 P" 为 n 维 流 形 ， 而 且 是 紧 致 的 . 
当 n HRAN, PADA, TÆ n 为 偶数 时 ，P" 没有 方向 . 
GEE) A S 为 一 维 流 形 。 人 们 知道 一 维 流 形 本 质 上 只 有 S15 
R. ZR, S? 是 紧 致 的 ， 民 不 是 紧 致 的 。 

Pi 17.8 环 面 在 乘积 集 7T:=5S!xS! 里 导入 乘积 拓扑 ，7* 就 
成 为 拓扑 空间 。 考 虑 在 习题 四 之 12€p. 152) 所 作 圆 S! 的 开 复 盖 01， 
0:，03， 作 出 T? 的 开 复 盖 共 击 九 个 开 集 而 成 。: 

6G,-0,x0,, C,-0,x0,, G,-0,x0,, C,-0,x0, 

C,-0,x0,, C,-0,x0,, C,-0,x0,, C,-0,x0, 

Gs, 20,x0,. 

其 次 分 别 用 
pi (P,Q) = (9,CP), 9,(QD, (P,00€6G,) 
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.CCP, Eha (P), 9 H0» (P,00€6,) 


ha (P, O) = d (P), 9 O «P, P OEC) 
定义 AAE 
JG I, xXx, YG—>T XI, s Pa:Ga>l; xI, 
Wx, is G0, HiX Zas pas G3), 23 (aX Tas Dos Go) 
形成 T^ HAMS, EEX T? 79 —:EUDD. EAE T^ mp 2 
AE. HE, n 个 圆 S? 的 乘积 空间 T'-S'xS'x.exS 为 n 维 流 
JE. WES S' 是 紧 致 的 ， 故 T" BERKEY. ikih TAR. 


C» 


图 4.3 


图 4.3 右 侧 矩形 的 二 边 AB 与 DC, AD 与 BC 包括 其 方向 等 同 
: 视 之 ， 可 得 如 左 侧 的 闭 曲 面 。 这 就 是 7。 

例 11.4 ZERE 与 作 7: 的 方法 
相同 ， 可 做 出 二 维 流 形 。 在 图 4.4 的 矩形 
里 ， 二 边 AB 5 DC, AD 55 CB 包括 方 
向 在 内 等 同 视 之 可 得 克 莱 菌 面 $ 。 此 面 $ 
| 没有 方向 。 不 能 画 成 E* 里 的 曲面 。 

4 TT B FPR 考虑 4 维 流 形 必 的 开 子 集 
""» G, EC BJA Miis TE dux adi, fi 
Gin. iS-(QU. h 00jeC A E MISI, 4 0. = 
0,06, 6, 在 O/ 上 的 限制 为 b, MI = (US, 97, 0, loc AY 
CHEN, TEGH n 维 流 形 ， 但 设 UV 29.0.0. ERG 叫做 流 
形 邓 的 开 子 流 形 。 例 如 从 仿 射 空间 RU, RE S, KE T? 等 去 掉 闭 
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集 〈 例 如 有 限 个 点 ) 便 得 新 的 流 形 。 

C^ m8 iz PE TY M BEONE SEA f;M--R, SERMIUENE 
A ERTU 9. Oai, GO!) 为 0。 内 的 坐标 系 ， 则 
bo  ,U,—R 是 nn EJ (x',-e x) p. SAgp BEER fe6-! 为 C7 
BER BD, ERIS MRAM LOS C" BE. HC f»9.7 叫做 7 在 
O. 的 局 部 表示 ， 在 无 混淆 可 能 的 情况 下 将 fe9l7' 记 做 fx), 
eM, X7) 或 f. 

切 向 量 对 于 肚 上 的 C" EXE f/， 按 如 下 方式 对 应 以 实数 4j, 这 
样 映射 叫做 4 维 流 形 上 一 点 了 处 的 切 向 量 41 :; 取 包 含 己 的 坐标 邻 城 
(U,0, O) ( 即 PE0)， 对 于 A 决定 个 数 的 列 (4!1,…, A") 使 得 
of. $t 


Af - 4 一 (17.3) 
(py 
成 立 ， jubar s i EO ERE. (07,3) E XAR] 53 2g 
Af - AL. . (17.4) 


这 时 ，(41,…,4") 岂 做 切 向 量 4 在 坐标 邻 域 0 的 分 量 。 此外, 在 本 章 
以 后 ， 将 3 13(p.87〉 所 述 简略 写法 用 于 维 的 情况 下 。 
在 包含 点 了 的 其 他 坐标 邻 域 0 里 设 切 向 量 4 的 分 量 为 (有!，.…、 


-一 € 
则 Ad Tr) (17.5) 


RH OG, 9) 为 在 里 的 坐标 系 。(17.5) 叫 做 向 量 的 变换 式 。 
【问题 17.1]. 试 证 向 量 的 变换 式 (17.5) 。 


在 点 P 处 4 个 切 向 量 ( aii), (=1,…,n) 的 定义 是 


( 3»: y- (315, (17.6) 


NES . 3 3 3 
式 中 f 是 任意 C gu mewaa r), ( 3x? CE 
D ERREZA ORRERA, n ODERA., CEHE) 
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坐标 邻 域 O 里 分 别 具 有 分 量 (1，0，…，0)，(0，1，0，…，0)，…， 
(0，…，0，1)。 
对 于 点 了 处 的 切 向 量 4， 下 式 成 立 : 设 1 与 & 为 任意 的 CU 
3X, k 为 任意 的 常数 时 
A(f +g8)=Af+Ag, A(kf) = kAf 
Acted =A P) + f(P)(Ag) (17.7) 
即 ， 切 向 量 4 是 作用 在 C” 顶 数 的 微分 算 子 。 
对 于 及 的 点 卫 处 的 切 南 量 4 ,8 与 常数 ,4 与 B 之 和 以 及 4 的 下 
f BIET. 设 为 任意 C” ux, 
(A+B)f= Af - Bf, (kA) f = kCAf) 
这 时 ， 在 坐标 邻 域 0 处 设 4 与 8 的 分 量 分 别 为 (4!,…,4") 与 (Bt, 
e B"), W 4-- BS kA SENA + B! e, Art BNE kA, 
…skA")。 除 此 之 外 ， 显 然 


4=4( ir), 


成 立 .综合 以 上 讨论 可 见 下 列 事实 成 立 ， 设 在 点 了 处 的 切 向 量 全 体 的 
集 为 了 Tp OD, "Edé n HE (RIED ARZE. ToM) iM E P 
的 切 空间 。 这 时 ，n 个 切 向 量 ( -2 ) o CS) ER TM) 的 基 
X. 

曲线 与 切 向 量 与 $7 所 述 曲面 上 的 曲线 的 定义 相同 ， 流 形 MM 上 
的 曲线 以 连续 映射 。:1> 帮 定义 ( 了 为 某 区 间 )。C” 章 线 ， 正 则 前线 以 
及 曲线 的 局 部 表示 与 37 一 样 来 定义 。 如 不 特殊 声明 ， 只 说 曲线 ， 指 
的 是 C” 曲线。 

设 曲线 eI M EP = c(f) 包 含 于 坐标 邻 域 O 内 ，e 在 O 内 
的 局 部 表示 为 

x^ 一 XE) 


了 时， 以 


^- x). 
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为 分 量 在 点 己 处 的 切 向 基 4 d SR c APAE, e PE) 


me. B 


E (2 ， 
° 2 (p) = ; à), (5), 
这 时 ， 对 于 任意 C RED 
P 
f dfoc 

£a eC). 

成 立 。 

图 4.5 向 量 场 5$7 的 定义 一 样 ，; 流 形 用 上 的 向 量 


上 场 至 的 定义 是 ， 肝 的 各 点 了 与 P 处 的 切 向 量 X. 的 一 种 对 应 。 在 坐标 
邻 域 O 内 互 的 分 量 也 同样 地 定义 。 当 然 互 的 分 量 是 个 “〈 定 义 在 D 内 
RDC? RAZA AXO .使 用 在 0 内 定义 的 于 个 向 量 场 


9 a 
r P e(r), > (PEO) 
在 O 内 可 将 下 唯一 地 表示 为 
X= =X (17.8) 


P 
称 之 为 向 量 场 下 在 坐标 邻 域 O 内 的 局 部 表示 。 向 量 之 和 ， 函 数 与 向 量 
场 之 积 也 与 $7 一 样 定义 。 | 

iM E6965 8 X dob ds pO 与 O E REA SIS (Xt, X0) 
5(X1,--.,49, Nic onoS5 | 


Fk 上 3 i 
%*= ET X (17.9) 


RY, Apat wa, mE ONO 里 的 坐标 变换 式 (7.2). 
(参照 (17.5))。 上 列 (17.9) 叫 做 向 量 的 变换 式 。 

对 于 W 上 的 任意 CT BÉ f, MHA XSP Xp PEMEX 
BEDS Xf Xon. HE Xf 是 C ”函数 。 由 (17.7) 可 见 ， 下 式 成 立 ， 
对 于 任意 的 Ct 函数 f, 8 与 常数 k, 
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X(f eg) Xf Xg, X(kf) - kXf 
下 (18) -Obasg-fixe (17.10) 
对 于 任意 向 量 场 五 ， 了 Y 与 任意 C^ BE h, 
(X-Y)f-Xf*Yf, (AX) f =h(Xf) 
但 f HER C RA. 
对 于 流 形 改 上 的 二 任意 向 量 场 站 ,了 ,能 够 定义 新 向 量 场 [五 ，Y 3 
[X,Y]/-XqvbD-Y(qXf (7.11) 
但 式 中 的 f 为 任意 C RE. ECX, Y uM XY 83mm. 
【问题 17.21 试 证 上 面 定义 的 [ 卫 ， 了 J] 满足 (17.10)、 
【问题 17.3】 设 在 坐标 邻 域 0 里 ， 工 与 Y 的 分 量 分 别 为 (OX, 
eu X0 5QY!,-.,Y», WEHEJUBIEO 里 的 分 量 是 


P , (h= 1, ZI n) 
试 证 明之 。 


818 黎 曼 空间 


黎 曼 度量 在 流 形 惟 的 各 点 尸 的 切 空 间 Tp( 及 ) 里 ， 假 设 定义 了 
肉 积 ( ，)p. 对 于 寻 上 的 任何 向 量 场 X, Y. VL Pa(X,, YR Æ 
义 的 了 上 的 函数 (X, Æ CT AA, 在 各 点 以 内 积 对 应 之 这 样 . 
对 应 ( ，):P -~( ，)p 叫做 获 曙 度量。 显然 

(X, YO-(Y, X) 
(+Z, Y) = (X, Y) + (£, Y), (X, Y) = (X, Y) 
(18.1) 
以 及 
(X, X)zm0, (X, X)-0«—X-0 (18,2) 
对 于 任意 向 量 场 了 ，Y，2 与 任意 C^ AA fR. 
RIFE ，) 以 g( ，) 记 之 ， 有 时 也 写 做 
g(X, Y) «(X, Y) 
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此 时 ， 这 种 黎 曼 度 量 以 符号 记 之 。 
FEX HUE Ris X 5Y , 设 在 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 分 别 为 (了 了!,…， 
X») 5((Q!,-«,Y7, HEO C* 函数 ( 互 , 了 ) 可 用 


, 3 9 
(X,Y)-gji;X!Y', g= dx? 2) (18,3) 


表示 ，8F 是 定义 在 0 HI) C" M. TERPIRO D$ ER, (n.n)B 
阵 (gii AÉXPERIEXEOBEE. EaR ER RE ERE TE Ab 20 O 里 的 分 
E. 

【问题 18.11 试 证 上 列 (18.3)。 

【问题 18.2] 运用 (18.1) 与 (18.2)， 试 证 在 坐标 邻 域 DO 的 各 点 ， 
《85 为 对 称 的 正定 矩阵 。 

n 维 流 形 财 与 其 上 定义 的 黎 曼 度量 e AAM, go n n HERE S 
间 。 在 没有 含混 的 可 能 时 常常 把 (MN ,8g) 说 成 黎 曼 空间 于 。 

在 流 形 MN 上 给 定 黎 曼 度 量 8， 在 坐标 系 0 与 @ 里 设 其 分 量 分 别 为 
《811) 与 (En)， 则 在 ONO 里 变换 式 


— dxi CE 
£ii 7—3zi 3 Bap (18,4) 


成 立 。 

【问题 18.3] 运用 317 的 (17.9)， 试 证 (18.4)。 

Di 18.1 EZEKRE 五 ? 里 的 简单 曲面 S 上 的 内 积 ( ，) 是 
一 种 黎 曼 度量 &8。 故 可 将 简单 曲面 S$ 看 做 二 维 黎 曼 空 间 CS, g). X 
Bb, & 在 各 坐标 邻 城 0 里 的 分 量 是 曲面 8 在 O 里 的 第 一 基本 量 。 

与 曲面 的 情况 一 样 ， 在 歼 曼 空间 ( 凡 ，g) 的 各 坐标 邻 域 O 里 ， 把 

ds? =g j;dx!dx! 

叫做 它 的 线 宗 。 如 所 周知 下 列 基 本 定理 成 立 。 

定理 4.1 在 任意 流 形 凡 上， 总 是 存在 笋 曼 度 量 。 

《证 明 〉 MA 〈 运 用 邓 满 足 第 二 可 数 公理 ) 。 

例 18.2 (D En 维 仿 射 空间 RR" 里 可 定义 黎 曼 度量 g 使 其 线 
素 表示 成 
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ds? = (dx!)? + + (da*)* (18,5) 
这 样 的 黎 曼 空间 (及 ，8) 叫 做 n 维 欧 氏 空间 ， 以 符号 E" id. 
D ER WF FRD=4{, y, zjx? e y? e z—1) B, 75 JE. 
IRK 
dx? +d dz? 
ds? = aes 2 tis — 
定义 的 黎 曼 度 量 o 能够 作成 三 维 黎 曼 空间 (也 ,5)。 
(3) 在 例 17.3 定义 的 环 面 7 了 ? E, 各 坐标 邻 域 间 的 坐标 变换 
是 恒 等 变换 或 平行 移动 。 因 此 ， 在 各 坐标 邻 域 里 取 适 当 的 坐标 系 (x， 
7), MET? 上 存在 线 素 为 
ds? - dx! dy? (18.7) 


(x, y, z)€D (18,6) 


的 黎 曼 度量 &， 
(0 在 例 17.4 定义 的 克 革 苗 面 上 可 定义 黎 曼 度 量 g 使 得 线 素 与 
上 述 (18,7) 一 样 。 
在 黎 曼 空间 (由,g) 里 ， 设 及 与 了 为 任意 向 量 场 (或 在 一 点 处 的 雪 
商量) ， 定 义 王 之 长 (或 模 ) 为 
IXl4CX,XD 。 
定义 互 与 了 的 夹 角 9 为 


(X, Y) 
nx (0s 0«cn) 


但 设 到 处 | X 5x0, ]|Y ll2«0. 
RAZMER C HR c.l M (1 = [ee， 的 ) 之 长 定义 成 


cos = 


L(c) = frena (18,8) 


如 果 eU) 包含 在 一 个 坐标 邻 域 0 里 时 ， 则 得 


_f /dxi dx : 
Le -[ y Si "deo di (18,95 
但 设 “ 在 0 里 的 局 部 表现 为 **= sion. 


— 122 一 


其 次 ， 任 取 ED, ULPFZOGEOCHDÉ s= s(t)。 
s-s() -| idt 


此 s 可 用 做 曲线 c 的 参数 。 此 参数 s 叫做 曲线 c MK. 


8 19 张 量 


ien 维 流 形 用 的 一 图 期 为 8. XT 9 的 各 元 DO， 给 定 了 在 0 内 
定义 的 ma A C^ ge Tat (ji =1,…,n)。 考 成 0 与 7j.* 的 组 (0， 
T, ALT. HFI 的 任意 两 个 元 0 ,0O, 取 7 的 两 个 元 (0,7j 人 ) 
5(0, Tat), WRONO=J, EONO 里 

— r 9 u^ 
Wü3r. Rihia, a)i CE!,e.,x) 分 别 为 在 0 与 5 B BA NA 
KK. ZH, T-1((0,7,5|0c€ 8 Eg X. — T O,2 BK T. 
X T;;^ 叫做 此 (1,2) 阶 张 量 场 了 在 坐标 邻 域 O 的 分 量 。 

Tat, HUEL, OR, OD A DE,E, 
… 张 量 场 。 

当 有 必要 统一 用 语 时 ， 有 时 把 C^ 函数 说 成 (0,0) 阶 张 量 场 。 由 

(17.9) 可见， 向 量 场 是 (1,0) 阶 张 景 场 。 义 由 《18.4) 可 见 ， 

黎 曼 度量 定义 一 个 (0，2》 阶 张 量 场 e. KEH 8 叫做 度量 张 
RE. 

AREO 9 ETSE EE 3 mg c SE. P 阶 , 共 变 9 阶 张 量 场 ,(P,0) 阶 张 
量 场 叫做 反 变 户 阶 张 量 场 ,(0,9) 阶 张 量 场 时 做 共 变 9 阶 张 最 场 。 

例 19.1 给 定 流 形 M 上 的 Cog f, 则 在 各 坐标 邻 域 里 存在 分 
E Of /2x1,-..,9f/2x")09 (0, D Brsk ib df. yb df 叫做 C^. ie 
f "nior BE. 

【问题 19.1] 试 证 上 例 19.1. 
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Bi 19.2 ”在任 塌 流 形 邓 的 各 坐标 邻 域 里 ， 存 在 分 量 为 7 
1, (hi) 
1/-8)-] 
0 (hxi) 
的 (1,1) 阶 张 量 场 。 试 证 明之 。 
《解答 〉 取 必 的 二 坐标 邻 域 0 与 0,， 设 0NnOxXg .这 时 ,在 0N0O 


里 
ar x^, 0% xy, -9X Ox y, 
ax! ovx» ? Ox! Ox? Ox! 372 : 
9x? Ox" Fa 
2 -A [r= d 


BUZEM LÉRXEBDRAJO.DDEESERES. GEE) 

TED) 19.2 里 讨论 的 (1,1) 阶 张 量 场 叫 做 单位 张 量 场 , 以 了 记 之 。 
从 例 19.2 可 见 ， | 

在 任意 流 形 上， 存在 单位 张 量 场 了 。 

Di 19.8. 设 黎 鼻 空 间 (MW ,8) 的 度量 张 量 在 各 坐标 邻 域 O 里 的 分 
量 为 gue BIERE UOR EREE O MEMAK ORREL at! 为 
分 量 的 (2,0) 阶 张 量 场 C 。 试 证 明之 。 此 g!i 叫做 黎 曼 度量 g 在 坐标 
邻 域 O 里 的 反 变 分 量 。 l 

《解答 》〉 与 第 二 章 (8.23) 的 证 明 一 样 。 

JM 19.4 如 果 E? HR pH S HIR) ALS S dbz Hu 
ES EO,2 BEEEESH,H;-Hi;g^ucGECG.DULSERJAS L. iX 
证 明之 。 这 时 ， 五 与 工分 别 叫做 第 二 基本 张 量 ， 温 加 顿 张 量 ， 

《解答 》 因 8 有 向 ， 故 在 (9.18) 里 可 设 3(W,23)/3(4,?) 汪 0。 因 
此 ， 丈 :决定 第 二 基本 张 量 吾 。 其 次 ,由 (9.10) 与 (9.18) 可 见 ， 召 六 决 
定 温 加 顿 张 量 。 GEE) 

张 量 场 之 和 ”考虑 两 个 (1,2) 阶 张 量 场 了 ,S ， 设 在 各 坐标 邻 域 O 
里 的 分 量 分 别 为 ?站 与 5$):*。 这 时 ， 在 0 里 存在 以 

W t=T Si 
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E. 


Jd ERG, ETPERIE. XAF UT ISSUE. PX. 
W-T«S 

辣 理 可 定义 两 个 (p,9) 阶 张 量 场 7 与 5 之 和 7 了 +$S， 这 是 (p, 9) 阶 张 量 

场 。 这 时 

| T+S$=S+T 

成 立 。 同 理 可 定义 三 个 以 上 (p,9) 阶 张 量 场 T,，$，…，U 之 和 T+5S 

十 … 二 1。 

函数 与 张 量 之 积 设 了 为 (1，2) 阶 张 量 场 ， 在 各 坐标 邻 域 0 里 了 

的 分 量 为 Ti. SE f 29 C” 通 数 ， 则 在 CQ 里 存在 以 
V fT; 
292: 8E 8 (4,20 EESK EEG ,. LAPUT A f 5e, A 
W fT 
表示 。 

一 般 , 同 理 可 定义 (p,q) 阶 张 量 场 T 与 C” 函 数 了 的 积 T. TAE 
律 成 立 ， 设 了 与 g 为 任意 C” 函 数 ，7 与 8 为 任意 (pp，9) 阶 张 量 场 ， 
则 

f(aT) = (Fe)7，(F+8)7= 有 +87T，FT+S)  IT«-]S 

EKE 在 所 有 的 坐标 邻 域 O 里 ， 存 在 分 量 全 是 0 的 (p，9) 阶 张 

Em, mM, ORERE, oè. FIERA: ET HER 
《Pp,9) 阶 张 量 场 ， 则 
T+0=0+T=T 

EER 给 定 (1,2) 阶 张 量 场 了 与 (1,1) 阶 张 量 场 S， 在 各 坐标 邻 
ROE, RESES A Tpl 与 8。 这 时 ， 在 各 坐标 邻 域 DO 里 ， 存 
在 以 

V qo = Tt? 
为 分 量 的 (2，3) 阶 张 量 场 玉 。 此 严 叫 做 了 与 $ 的 张 量 积 ， 用 下 列 符 号 
表示 。 

F-TGS 
一 般 地 说 ， 同 理 可 定义 (p，9) 阶 张 量 场 了 与 (r，3) 阶 张 量 场 $ 的 张 其 


-— 125 一 


积 到 ， 术 是 (pp+r;g+s) 阶 张 量 场 。 下 列 定律 成 立 ， 对 于 任意 C” 函 
数 f, 任意 (P,9) 阶 张 量 场 了 与 $S， 任 意 (r,5) 阶 张 量 场 7， 

(T) GU =f(TQU), TG(QqU)-fq eU) - 

(-S)QUZTQUF-SQU, U&g(T4S)-U&gT4«UGS 
但 一 般 地 说 7@UAU@T。 对 于 三 个 张 量 场 T，S ，U0U 可 将 TOS) 
多 VU 与 TO(5@V) 等 同 之 ， 以 T@5S@UV 表示 之 。 四 个 以 上 张 量 场 的 张 
量 积 也 一 样 。 

缩短 ” 设 (2,3) 阶 张 量 场 T 在 各 坐标 邻 域 的 分 景 为 了 71s,*。 在 各 坐 
标 领 域 O 里 ， 存 在 以 l 
ATLETI 

Ados, D«TEROZW. FUSE, "E On O 里 可 以 作 以 下 计算 ， 


— — ox! ox* 3%r ox! ax 
LES dh 一 u M ap 
L2 T, ax! ax* 2x! 9%9 DxXP T, 


_ 9x: ðr EA (n. 9x 7 


"xi wx? GxsW ax! Garde 
s r EL 
= 9X 9X 32x Sp, ,0 
9x! oxi 39Xb ` T 


aa ax aip a 
Ix? 9a! ox? T 


I 


ox: 9 2x5 y P 


F, adl 
dr Nr agr” 


EFT I Th 关于 指标 i 与 1 0598898. SEES T 84785873 
式 有 种 种 ， 如 
Tis T,;*5, Us Ti” 
等 。 
一 般 地 说 ， 同 理 可 定义 (p,9) 阶 张 量 场 (p,q 之 1) 的 缩短 ， 其 结果 
是 (p 一 1,9 1) 阶 张 量 场 。 
特别 设 (1,1) 阶 张 量 场 了 的 分 量 为 7r4， 缩 短 之 得 下 列 CT RR. 
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[zT 
AES (0,1) 阶 张 量 场 w 四 做 余 向 量 场 。 给 定向 量 场 卫 时 ， 
作 (1,1) 阶 张 量 场 名 ， 经 缩短 而 得 到 的 C" 函数 以 2( 马 ) 表 示 ， 吓 
HX Ej w 的 肉 积 。 在 坐标 邻 域 0 里 ， 设 w 与 了 的 分 量 分 别 为 W, 
s,9,) 5 (X3, A, TEOPRTFSXASE. 


AX! 
ceo : ) 


X* 


【问题 19.21 对 于 向 量 场 下 与 C” 函数 f, Uf 的 微分 为 4f CS 
照例 19.1D) ， 则 对 于 任意 向 量 场 互 ， 试 证 下 式 成 立 。 
df (X) - Xf 
对 于 坐标 邻 域 DO 内 的 点 已 ， 以 己 的 第 天 个 坐标 c^ 对 应 之 而 定义 
的 应 数 在 0 内 是 C 函数 。 此 函数 以 代表 示 ， 其 微分 dx 是 在 O 内 定 
义 的 余 向 量 场 。 在 0O 内 定义 的 余 向 量 场 dx! dx? o, da" 的 分 量 分 别 
3530,0,--,0,(0,1, 0,-5, 0, s COs 75, 0, D, iEM EFEEXUR 
向 量 场 w 在 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 为 (wi;，…，w,)， 则 在 0 内 得 
w= wdx (19,2) 
把 它 叫 做 w 在 坐标 邻 域 CO 的 局 部 表示 。 
特别 是 C” 函 数 了 的 微分 df 的 局 部 表示 是 


df = -2f dxi 


【问题 19.3) EFL AO X 55A EE w 在 坐标 邻 域 0 的 分 量 分 
BA, e, XDI W, ，…，2a)， 试 证 下 列 各 式 成 立 。 


(1) do) 
(2) X5 — dx*(X) 
(3) w= w( ) 
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在 坐标 邻 域 O 里 ， 固 定 指标 hi,，7， 则 在 OQ 里 
dxiGdx Q -r 


是 一 个 (1，2) 阶 张 量 场 。 任 取 对 上 的 (1，2) 阶 张 量 场 ?， 设 其 分 量 在 
OQ 内 是 7 了 ;:*， 则 在 0 里 | 


T=7, 


(19.3) 


成 立 。 此 式 叫 做 张 量 场 了 在 0 的 局 部 表示 。 对 于 任意 (p，9) 阶 张 量 
场 ， 可 作出 同样 的 局 部 表示 。 

共 变 张 量 场 ” 设 忌 为 政 上 的 共 变 三 阶 张 量 场 ， 在 各 坐标 邻 域 D 里 
的 分 量 为 Uj;;。 了 到 任意 向 量 场 了 ，Y，Z， 考 虚 肝 上 的 C” 国 数 

U(X, Y, 2)=U, XiY!Z* (19, 4) 

RAX, Yu Z^ 4955 X, Y, 2 在 坐标 邻 域 O 里 的 分 景 。 

此 外 ， 设 了 为 任意 的 CC” 函数 ， 球 为 任意 向 量 场 ， 则 下 列 各 式 成 
x. 
U(fX, Y, Z)-U(X, fY, Z) -Ur«X, Y, fZ)«fU(X, Y, Z) 

UcX -W, Y, Z) -UcX, Y, Z) -U(QP, Y, Z) 

U(X, Y - W, Z) -UX, Y, Z2) «U(X, W, 2) (19.5) 

U(X, Y, Z-W»zU(cX, Y, 2») « U(cX, Y, W) 

反之 ， 如 果 存 在 满足 (19.5) 的 对 应 U: (X, Y, 2) >U(X,Y， 
”有 ZF)， 则 如 定义 一 个 共 变 三 阶 张 量 场 . 
了 问题 19.4 RETR. 

(dx Gode Qax KA x ， 3-)- 51555 


x4 ox? 


【问题 19.5) 对 共 变 三 阶 张 量 场 U， 试 证 在 坐标 邻 域 O 内 


. 9 9 9 
U,,- U( 8al* asi? ax 


为 张 量 避 的 分 量 《运用 [问题 19.45 。 
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以 上 所 述 事 实 ， 对 于 一 般 的 共 变 q BrSE ES (97 0 FERE S. 

CO, ORKES ”在 流 形 W 上， 考虑 (1，2)? 阶 张 量 场 了 ， 设 其 分 
量 在 各 坐标 邻 域 O 内 是 了 ij。 取 任 塌 向 量 场 下 与 了 ， 设 其 分 量 在 0 内 
43 8l 7s X^ 与 Yi。 可 以 证 明 在 用 上 存在 以 各 坐标 邻 域 肉 的 


T(X, Y) = (TKIY 5. (19,6) 


为 局 部 表示 的 向 量 场 。 这 时 以 下 定律 成 立 : 设 为 任意 C" RM, 
X, Y, Z 为 任意 向 量 场 ， 则 
T(fX, Y) -T(X, fY) «/JT(X, Y) 
T(X +Z, Y)-T(OX, Y)«4T(Z, Y) (19.7) 
T(X, Y - Z2 - T(X, Y) «TX, Z) 
反之 ， 如 果 有 满足 (19.7) 的 对 应 了 :， (X, Y)T(X, Y), Wit 
对 应 定义 一 个 (1，2) 阶 张 量 场 。 
【问题 19.6] 试 证 下 式 ，。 


a 3 a 3 
-3 
FEL X axe? n) T P 9x5 


【问题 19.7) 设 (1，2) 阶 张 量 场 了 在 各 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 为 
T; 5 试 证 在 O E 


(axi Qari 


T(r aar) Ua 
成 立 。 
一 般 地 说 ， 对 于 (1，g) 阶 张 量 场 (9 之 0) 上 列 事实 也 成 立 。 
《注意 》 对 于 向 量 场 ，Y 的 括 弧 积 [X， 了 YJ 与 任意 C" RO, 
CfX, Y3-fCX, Y3-(YbX 
Hr, KHR, Yo (OX, Y) ->CX， 了 ] 不 定义 张 量 场 ，。 
xi Edd ” 设 0 为 共 变 三 阶 张 量 场 。 设 苹 ，Y，2Z 为 任意 
向 量 场 。 
U(X, Y, Z)=U¢Y, X, Z) | UCF, Y, Z)z-U(X, X, Z) 
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用 分 量 来 表达 与 


U;, Ui, | Uysia= Uii 
成 立 等 价 。 这 时 说 ， 忆 关于 指标 二 与 7 
对 称 | 反 称 
其 次 对 共 变 二 阶 张 量 场 4 来 说 ，4 是 
对 称 | 反 称 
的 充 要 条 件 是 - 
A(X, Y)= AcY, X) | A(X, Y)= — AY, X) 
if EH AB) RE A MEFR. 
Aj = dii | Aj - - 4i 


【问题 19.8] 设 共 变 二 阶 张 量 场 了 的 分 量 为 了,;。 试 证 下 列 事 
实 。 存 在 以 


C1) Ais SET) Bus Ts Ta) 
为 分 量 的 共 变 二 阶 张 量 场 
a, | B 
A 是 对 称 | B 是 反 称 
这 时 ， 下 式 成 立 。 
T-A-«B 


(2) 将 TIT 分解 为 对 称 张 量 场 4 与 反 称 张 量 场 B 之 和 的 方法 只 有 
一 种 。 

共 变 g 阶 张 量 场 U(9 宇 2) 对 于 其 任意 二 指标 

对 称 | 反 称 

mr, Bum 
对 称 (S) 张 量 场 | 反 称 〈 共 变 ) 张 量 场 

一 般 地 说 ， 对 于 (1，9) 阶 张 量 场 以 上 所 述 事实 也 成 立 。 

开标 与 降 标 ” 设 歼 曼 空间 (以 ，g) 的 度量 张 量 8 在 坐标 邻 域 O 里 
的 分 量 为 gj;， 其 反 变 分 量 为 88. RUM EBSIRLEOZ X, REOBRE 
量 为 Xi。 能 够 定义 一 个 余 向 量 场 4 使 得 对 于 任意 向 量 场 Y， 
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u(Y) = (X, Y) (19,8) 
成 立 。 此 在 华 标 邻 域 O 里 的 分 量 X; 


X,-g, X! (19.9) 
而 定 、 又 (19.9) 的 两 边 乘 以 25, AF ick, TTA 
X5-g^X, (19.10) 


XXI EEDUAR IS EE3S u PEBCT 103 X, 02^, 说 向 量 场 下 伴随 于 
RARD u | 
【问题 19.91 根据 上 述 (19.8) 可 定义 余 向 量 场 4. 试 证 明之 。 
【问题 19.10】 试 证 上 述 (19,9) 与 (19.10)。 
设 (1，2) 阶 张 量 场 了 在 各 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 为 ?ii 则 在 各 坐 
标 邻 域 O 里 分 别 以 
了 
为 分 量 的 (0，3) 阶 ，(2，1) 阶 ，…。 (3，0) 阶 张 量 场 存在 。 
一 般 地 说 ， 对 于 任意 (p，9) 阶 张 量 场 以 上 所 述 事 实 也 成 立 . 


$320 ”微分 形式 


EREM, RREK o 叫做 p 次 微分 形式 。 例 如， 
余 向 量 场 是 一 次 微分 形式 ， 为 统一 用 语 ， ”函数 有 时 叫做 0 Ie 
FER., WEM E 了 次 微分 形式 全 体 的 集 以 A^ 或 AM) 
表示 。 

微分 形式 的 局 部 表示 。” 设 2 次 微分 形式 @ 在 坐标 邻 域 O 里 的 分 
量 为 Qi 则 在 O 里 下 式 成 立 


D = Oi. da Qo Dda» (20,1) 
因为 @ 是 反 称 共 变 张 量 。 所 以 对 p 个 字母 的 置换 e, 
O 6t... ati ) 二 Sig A(O) Onnin 
成 立 。 式 中 sign(c) 表 示 置 换 c WS. A 20.1) 
= 。 ; A... 
o edd, iis A A de (20.2) 
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但 式 中 令 
dxi: A Adxis = $ sigade Rda" 


e€$, 
其 中 $。 表 示 了 个 字母 的 置换 全 体 所 作 的 群 。 显 然 。 下 列 关 系 成 立 : 
it «-1,-,p-1, Bul 
dx Aee Adata Adatas: Ae Adxi» 
= -dæ A Adzta+i Ndala N- Adais (20,3) 
故 改写 (20.2) 得 


o» 1-0, dan A Adai (20.4) 
设 dimM - n, [N75 oR, MA 
Di 
成 立 。 故 在 上 式 里 ， 令 =j， 则 %i....1...1...1，=0。 今 设 pn, 则 在 
iu, "iph, 至 少 两 个 相等 。 wH p>n 时 ， Oi.ip 全 是 0， 结 


果 o-0, Wii 
dimM =n, p>œn f, ME A^(M) = {0}。 
dimM =n Bj, Jl] 次 微分 形式 o 在 各 坐标 邻 域 O 内 具有 局 部 表示 
| œo = fdx! A-.-Adx* 
式 中 f ZEXEOHN CT" B. 
【问题 20.1】 在 n 维 流 形 上 , 设 7 次 微分 形式 @ 在 坐标 邻 域 0 与 
0 里 的 局 部 表示 分 别 为 
oo=jdxl 人 …Adxr w=fadx'A\...Adx" 
则 在 ONO 里 
f =det my 
成 立 ， 试 证 明之 。 
IR ”在 坐标 邻 域 O 里 ， 定 义 
(dx* Ae Adx!s) A (dxi A Adxis) zdx' A Adxis Adxhi A 
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Adsi «Vlr (20,3) nf XL 
(dx Aee Adx's) A (dx! A Ndal). 
-(- DAS A s Ådal) A (ds A s A dato) (20.5) 
成 立 。 给 定 P 次 微分 形式 w 与 9 次 微分 形式 x， 设 在 坐标 邻 域 O 里 
的 局 部 表示 分 别 为 
o= 》， 6;.,. ; Fx h A A dr’ 


f Xe ci, 
x= 2 7,,.,.;, AX A e A dts 
Je]. , 
这 时 ， 在 0 里 定义 (p+9) 次 微分 形式 e Ax 为 
wAzxz- Y $3 95.24,25..4,€58* A Ada») 


dem EI dumm ja 
A (Hasc A Adala) (20,6) 

可 以 证 明 弃 务 坐标 邻 域 O 里 ， 由 上 列 (20.6) 定 义 的 WAr 在 整个 MM 上 

决定 (p+9) 次 微分 形式 。 此 8=2 人 z 在 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 可 由 下 

式 而 定 。 


6 Ecc sig n(0)O, ,... et o Motipy aero pa gi 
(20.7) 
Jt 9-wAx 叫做 微分 形式 o 与 x 的 外 积 。 下 列 关系 成 立 。 
eAxz(-1IDmAoO (20,8) 


【问题 20,2} 运用 以 上 (20.5) 与 (20.6)， 试 证 (20.8) . 
对 于 一 次 微分 形式 05 ox, 外 积 oA 人 ww 的 局 部 表示 为 
o Az = ond! Ady 
= Z (ojx — ox; daxl A dx! 
isi 
所 以 
0-oAmx 的 分 量 为 8; = jr ot (20.9) 
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但 式 中 设 o —0o;d2, T=Tidx:。 这 时 ， 下 式 成 立 。 
oAz--zAo, mAo=0 《20.10) 
对 于 一 次 微分 形式 @ 与 二 次 微分 形式 m, 外 积 o Ax 的 局 部 表示 
为 
oAz- Y (ojm,—0,—0,z;)dx Adxi Adx^ 


i<i<h | 
A 8=w 信 x 的 分 量 为 的 = OR 一 iT 一 OhTij 
= 043,, + Oft; + ON) (20,11) 
但 式 中 设 o-o,dz', n=), nuda Ads, .这 时 ， 下 式 成 立 ， 
oAr=TANAo (20.12) 


【问题 20.8] 对 于 一 次 微分 形式 o-odx! 与 次 微分 形式 
x PD, mci ii dA Adat, REIA 8S eA 的 分 量 由 


FAME. 


9j; ted - 0 qm 一 GO, 一 LT jiseni 一 . 
(20.13) 


对 于 任意 次 数 的 微分 形式 o, mx, 9 
(OA) A9 oA (UA) 
成 立 。 故 用 OARXA9 表示 。 对 于 四 个 以 上 微分 形式 的 外 积 也 用 相同 
符号 。 
归纳 之 得 ， 对 于 外 积 ， 下 列 定律 成 立 ， 设 f 为 任意 C MA, œ 
与 0 为 任意 p 次 微分 形式 ，x 为 任意 9 次 微分 形式 ， 则 
(fo)A 人 rz=oA(Fr) 9 foAx 
(oo+b0)Ar=oANAr+8A 人 Fr (20,14) 
DAT S=- mAN 
外 微分 “定义 映射 di Ar—A*! 如 下 。 当 op 次 微分 形式 oE 
坐标 邻 域 O 里 的 局 部 表示 为 
o= 5 A A darts 


i 4, dy 
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时 ， 在 0 里 (p+1l) 次 微分 形式 do 的 定义 是 
= , RA... | 
AP ^ Adax, (20.15) 
式 中 一 次 微分 形式 do;,...i, 是 定义 在 0O 内 的 C" KA Dit ip 的 jw 
分 。 可 以 证 明 以 〈20.15) 定义 的 go 与 其 定义 中 使 用 的 坐标 邻 域 0 
的 选 法 无 关 ， 在 整个 流 形 到 上 决定 一 个 (p+1) 次 微分 形式 。 此 do mp 
做 @ 的 外 柚 分 。 当 微分 形式 o 满足 do -0N, o Rip. 
Bi (20,9), (20.11), (20.13) FFÆ, 下列 (20.16), (20,17) 
(20,18) 成 立 ， 一 次 微分 形式 的 外 微分 9 =do 的 分 量 为 
0,-23,0,—9;0; (9;-9/0x!) (20,16) 
但 设 o 的 分 量 为 ei. 
二 次 微分 形式 o 的 外 微分 6=dw 的 分 量 为 
O iin = 9,0;,— 0,0;,— 9,0; 
= 900i + 9,0,; + 9,0; (20.17) 
Eito 的 分 量 为 Oii. 
P 次 微分 形式 @ 的 外 微分 6=doe 的 分 量 为 


Oiii = 0;0,,, 


dp 7 SiO dass, T Inji T 


—9,,0,... i, i (20.18) 
但 设 o 的 分 量 为 O;,, cipe 
两 次 运用 (20.18) 可 证 ， 对 于 任意 微分 形式 ©, 


d?o =d(do) =0 (20.19) 
总 之 ， 对 于 算 子 4， 下 式 成 立 。 
d? =0 
【问题 20.4] 对 于 C" BE f, AETR, 
d?f -d(df) 0 


ERE f 527); C^ Mho WEAR. 
d(fg) - gdf + fdg 
对 于 在 坐标 邻 域 O 里 定义 的 ,具有 特殊 形状 的 了 次 微分 形式 @ = fdx' A 
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-… 人 Ng&xip 与 4 次 徽 分 形式 1 = gdxti Ac Adae 
oAz-jg(dx A Adxis) A (dx A Adxis) 
d(o Ax) — (gdf + fdg) A (dx A Adis) AN ah A A daia) 
= (df Ndx A S Adxir)) A dxi A A dia) 
+ (= 1)P dx N Adate) A (dg ACda3 A Adala) 
成 立 。 即 得 到 下 列 关系 : 
dlo Na) =do Na+ (— 1)*o/Adx (20.20) 
—MÓ Ui, AORA. 20T HUDM LUER P 次 形式 @ 与 9 次 
微分 形式 也 成 立 。 
整理 之 得 ， 对 于 外 微分 下 列 定律 成 立 ， 对 于 任意 CO BR f. E 
意 了 次 微分 形式 o, 9 以 及 任意 ?次 微分 形式 mw 
dlo 4 0) «do 4 d 
d^o-d(do)-0 HJ] d*-0 
d(fo) = fdo - df ^c 
d(o/AnT)-do/xr-(—1)?o/A dna 
【问题 20.5] 对 于 一 次 微分 形式 9), cc, 0, WEFTA. 
d(o,A--Ao0)-,C 7 D*7!o, A-- Ades A-- Ac, 


amj 


(20,21) 


引 理 4.2 在 R" pun Di(x!, 5, xmja'cxicbt, $-1,-, 
n} E, WF 次 微分 形式 o 满足 go =0， 则 在 万 内 存在 p 一 1 次 第 
分 形式 x， 使 得 @ = dr。 

(EA Mia. MX, n=2, p-1, n= 
3, p-1, 7=3，D=2 三 种 情况 的 证 明 ^Y Hl 
请 参照 例 20.1, 20.2, 20.3. 

例 20.1 E n-2, P-1 的 情况 
试 证 引 理 4,2。 
0 《解答 》 设 @=o.dx+@,dy, 与 os 

mae 是 万 内 的 Ce 函数 ,在 刀 内 男 定 一 点 (xu*yo)， 在 

九 内 任 取 一 点 (x%，7)。 洛 如 图 4.6 的 折线 作 线 积分 ， 念 


(5,37 


Gays Gn 
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fo, y) =f © (x, odes [^ MCA y)dy 
Ju f(x, PÆEXEDAHI C” 函 数 。 对 于 此 f 
9 


> Jœ, (X, Y 
Erg =0;, (%9 Yo) + NE dy, 


9 
SL -9.6. y) 


SK EST do -0, 故 


90, 3o, 
dy ax 
将 此 式 代入 上 列 第 一 式 得 
9 y 9 ; 


9 


故 


. o -df GEE) 
pi 20.2 xi n-3, p=1 HJ, AWSE 4.2, 
(RE) E o-odxeo,dyro,dz, o,,0,, 6.79 DUI) CT RR 
数 。 在 刀 内 固定 一 点 (xo。， Yos 7.2» 
在 九 内 任 取 一 点 〈x，7y，2z)。 沿 如 图 
4.7 的 折线 作 线 积分 ， 令 


fi, Y, -)-| O,(X, Yos Zy) dx 


y 
+f O,(X, y, z,)dy 
yo ` 


+ oas(x， yy z)dz 


B a.T 则 FEDA CAR. RA do = 0, 
故 
90, _ 20, =0 3o, _ 090, =0 
8y 3z ? əz ax , 
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Io, _ 20, 
ax oy 


运用 (20.22)， 作 如 下 计算 : 


=0 . (20.22) 


3 > Qo,(X, Y, Z) 
M so, Yo DES dy 


+ 9o,.(X, y, Z) dz 


z 3x 


4 


y 9 
-0,(X, yo, zo f 9165. Ys žo) dy 
yo Y 


十 f 90,(X, Ys 2) d z= 


" az o, (t, Y, z) 


af — Z DOCE, Y, Z) 
wy 7? (X, y, Zo) + f. 3 dz 


03 . ] 
—-O0.(X, y, Zo) + f 29l P z) dz 


=0,(%, y, Z) 
f 
st 500 


Pl 20.3 就 上 =3，P=2 的 情况 ， 试 证 引 理 4.2. 
解答》 设 m=AdyN\dz~ A,dx/Adz + A,dxAdy, 
As 4, 4, EDAC H. RBA do=0, W 
24 24 3A, . 
ax 十 ày *—3 -0 (20, 23) 


E DAAE Hlos Yo 2) EDARRA, Y. 2), 定义 下 列 
函数 B, y, 25 B,Qx, y, 2). 


B,(x, Y, z) -| A, (xy Ys z)dz, 
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B,(x, y. 2--[f A, (x, Y» =)dz+ 二 A(x, Ys z,)dx 
在 这 里 运用 (20.23) 并 作 如 下 计算 。 
oB 2B, 


-— X24, y, z), —-044G, y, 2) 
9B, _ 9B, __ 


Z, dA, (X, Y, z) dz 
ox 


x + y 


? ZAREZ Ys z) dz 


+ 4.0, Ys z- Í ay 


(34.0 Ys 2 , 94.0, y, 2) Y 
f ox + 2y ys 


9 


+ A,(X, Ys Za) 


=f 94,0, Ys z) dz + A; (%, Y. Zo) 


a əz 
-44.€05, Y, Z) 
今 设 n= Bdx+ B,dy， 则 
dn = 一 9B, dy A dz — i dx/dz 
3B, ƏB, 
o- rAd 
= A dy Adz — A d% Ndz + A,dx Ady 
故 w dn GEE) 


从 引 理 4.2 立即 可 得 下 列 定理 。 | 

定理 4.8 设 流 形 MM 上 的 p 次 微分 形式 o 满足 do = 0。 这 时 ,对 
于 履 内 的 各 点 P， 存 在 包含 的 适当 令 域 0 以 及 定义 在 O 内 的 (p -1) 
次 微分 形式 使 在 邻 域 0 内 o = ds, 

《注意 》 在 定理 4.3 里 ， 一 般 说 来 ， 不 一 定 在 整个 收 上 存在 c. 
例如 ， 在 从 R 去 掉 原点 (0，0) 而 得 的 域 九里， 考虑 
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y : X 
"PT dx 4- x pyi dy 


则 do = 0。 再 在 D 的 各 点 Cm D, ZEA 
€ 如 图 4.8， 则 


o=- 


o = dð = dtan"! -2 
然而 8 ED Lié SEP. TÆEXED 
4.8 LAR. 
人 们 知道 ， 当 定理 4.3 EMERE EKM LE RA hh 
线 连续 地 收缩 于 一 点 ) 时 ， 满 足 @=dr 的 "在 整个 计 上 存在 。 
与 向 量 分 析 的 关系 在 三 维 仿 射 空间 R 里 设 /为 C” mE. X 
天 为 商量 场 ， 七 的 分 量 为 ( X,, X i). 
因 df 的 分 量 为 


af əf əf 


às? aft da) 


故 df 表示 gradf. 
对 于 一 次 微分 形式 o= Yl ,Xida', 
do-,(9,X, —9,X )dxi Adx: 
故 do 表示 rotX, 7 
对 于 二 次 微分 形式 a =X dx? Adr? — X dx! Ada? 
+X,dx!^Adx?, [4 
dn - (9 3X )dx! Adz? Nda? 


故 dr 表示 divX, 

例 20.1， 例 20.2 分 别 说 明 以 下 事实 ， 如 果 rotX = 0， 那 末 局 
部 地 存在 满足 入 = grad 的 函数 / .这 时 ,- f EX SS. Link divX 
=0， 则 局 部 地 存在 满足 党 = rotY BSEQEDSY. xh, YREXGUEEO 
5s. 
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$21 微分 形式 在 曲面 论 上 的 应 用 


FERREA E 里 的 简单 曲面 $5。 取 5 HERBO, 设 0 内 
的 坐标 为 (x*"，w*)。 对 于 定义 在 0O 上 ”内 的 C? 向 量 函 数 AU, u?) 
(不 必要 与 $ 相 切 ) ， 


AQ, u?) dA, 
sa [ase js. zr 


A,(Qu!, ui) dA, 
叫做 4 的 微分 。 
从 第 三 章 的 (13.1)，(13.2)，(13.3) 分 别 得 
dP = dux, 
dx, -0,^x, +0.3N (21.1) 
dN —-9,*x, 


但 式 中 用 dP 表示 了 dx = Qx/mndw, 而且 令 
h 
ots f oldu, 0o rud, 0m Hd (21.2) 
i 


《21.1) 是 用 微分 形式 表达 的 曲面 5 PU ECERZAGA. icRGXUCT ARBERDEUS 
做 点 P， 切 向 量 x; 以 及 单位 法 向 量 太 的 微小 变化 的 表达 式 。 
在 上 列 (21.1) 的 各 式 里 ， 作 两 边 的 外 微分 ， 再 运用 (21. DE 


R. 
RET RIN EEE RINA 


d0,* -0,* A8,» =0 
将 (21.2) 代 入 上 式 两 边 得 
R,;dusAdu! - (HH; HH ydus Adu 
Vil a-y nud Adu -0 (21.4) 
即 (21.3) 与 高 斯 ， 柯 达 齐 的 结构 方程 (13.5)，(13.6)》 Ær. 0; 叫做 
曲面 在 坐标 邻 域 O 里 的 联络 微分 形式 :又 因 Hi-Hat, WA 
《21.2) 可 见 ， 
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9,^ = — 0,3g" (21.5) 
【问题 21.1]. 试 证 上 述 (21.3)。 
USE 21.2】 试 证 上 述 (21.4)， 
再 者 ，(21.3) 的 第 一 式 堪 边 
6,5 2 40,5 + 0,5 A 0; = R pdu Adu! 
叫做 曲面 在 0 里 的 曲率 微分 形式 . 5 
0; = 9,'g,, 
运用 (21.4) 得 
9,270,720, 6,2 —8, 
这 时 ， 从 (21.4) 的 第 一 式 可 见 ， 
9, = — det(H , du! Adu? = - Kdet(g;)du' Adu? 
式 中 下 为 曲面 5 的 全 曲率 。 这 也 是 高 斯 方程 。 
坐标 变换 运用 克 氏 记号 的 变换 式 01.2D 可知， 存 ONDE 
下 式 成 立 ， 设 iy 日 里 的 联络 微分 形式 ， 则 


zan 2U" gp 9u* , Ou* y Our 
0: Sau, * aw! ^ Qu er) 
即 得 微分 形式 所 作 和 矩阵 的 方程 
=4 0A+ A 24 (21.6) 


式 中 令 
9,! 0,! -. pi! $;! E 3u!/2ay! aufn? 
iG, sa) o= $;* se^ 4 - sus yo — 
上 述 (21.6) 是 联络 微分 形式 4 的 变换 式 。 其 次 令 
6。 和 人 8 9,1 A9,» 
8Ae=(e :9 ， vv 
以 及 
@,! 9,! Lu lll 
e-(o. MALLA 9-dg *8A9 
再 运用 (21.6) 可 得 ,在 0n0 中 
8-4^'64 (21.7) 
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此 (21.7) 叫 做 曲率 微分 形式 @ 的 变换 式 ， 
【问题 21.3】 试 证 下 式 (利用 4 !4-I 及 (2.16))。 
(D d47!2 —4^7(d4)47!, 


(2) 曲率 微分 形式 的 变换 式 (21.7) 成 立 。 


单位 正 交 标 架 ”在 曲面 $ 上 的 一 点 了 ， 取 互相 正 交 的 单位 向 量 
el，e:， 组 (了 ei, e,) 叫做 单位 正 交 标 架 。 在 5S 的 坐标 邻 域 O 的 各 
点 了 对 应 以 单位 正 交 标 架 (P; e, es)， 当 e; e, 在 0 内 作成 耐量 


场 时 ， HER A P iP, €, es) 做 O 里 的 单位 正 交 标 架 。 


设 在 坐标 邻 域 O 里 给 定单 位 正 交 标 架 (了 ; el，es:)。 这 时 可 设 在 


OH e,xe,- N 成 立 ， 此 时 尚 成 


I 
e, «cass [! G=) 
0 GAD, 
h ej:N=0 (21.8) 
i XA exe, =N 
图 4.9 -x,xx/det(g,., MA 


e; - Das Xx; = libe, det(b;,) 0 (21,9) 


3i 4-(a,0 3 B- (P; AENERE, B-47 B 


o; = Y bdu’ (21.10) 
i 
则 从 (21.1) 的 第 一 式 得 下 式 。 
dP = 3 ie, | (21.11) 
i 
其 次 运用 (21.10) 与 B-47', MEFR 
o; (e,) =ð; (21.12) 


根据 (21.1) 的 第 一 式 得 
dP.dP = (x; Xi duidu! = g;,duidu! =ds? 
芍 用 (21,11)， 关 于 线 素 得 到 下 式 
ds? = (0,)? + (0,)? (21,13) 
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整理 (21,12) 与 (21.13)， 得 下 列 定理 ， 
定理 4.4 对 于 曲面 在 坐标 邻 域 O 里 的 单位 正 交 标 架 Pe, ,e,)， 
在 坐标 邻 域 O 里 存在 两 个 一 次 微分 形式 0,5 @: 使 下 式 成 立 。 
ds? = (0,)* - (0,)?, wi(e;) zÓjy 
用 eli，e:， 太 的 线性 组 合 表示 de; 与 dN, up 
de, = X Oiart 0,4 N 
, (21.14) 
N- 》 0,,€, 0,,N 
h 
式 中 Oins Oiss Osy O 是 定义 在 里 的 一 次 微分 形式 。 此 外 ,如果 
将 x; = 2 ;biiei 5du' = 22249; 代入 (21.1) 应 该 得 到 (21.14) 。 


作 (21.8) 两 边 的 外 微分 可 得 
uv@j*@; + ede;=0, de, Nre: dN =0 
将 (21.14) 代 入 此 式 则 得 


Dir t Opi —0, Oig 0,4;-0, Ws=0 


nr= D1= P, 0is = 一 osi = Ai 
从 (21.1) 与 (21.14) 可 得 下 式 。 
dP -o,e, +0,6, 
de, = qe, - A, N, de, -ge, - A,N (21.15) 
dN = -h,e — À:€, 
此 式 与 曲面 的 基本 公式 (21.1) 等 价 。 
在 (21.15) 的 各 式 ， 作 两 边 的 外 微分 ， 再 用 (21.15) 可 得 下 式 
dol+e9 人 os 50, dw, -po =0 
dA, -9AÀX,-0, dÀ, -中 人 入 =0 (21.16) 
do —À, AX, -0 
以 及 
À, NO, +À, A0: =0 ^ (21,17) 
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上 列 (21.6) 与 结构 方程 (21.4) 等 价 。 

因为 @1 ,与 o， 线 性 无 关 (关于 C" BW fug, DE fo, tgo = 
0, Wü f-0,-0 以 及 (21.10)， 故 在 0 内 ， 任 意 微 分 形式 总 可 
Ho, 50, 或 o Ao 的 线性 组 合 表 示 。 因 此 ， 设 


Àj- 2 和 rioi (21.18) 
则 得 下 列 引 理 。 
引 理 4.5 ”上述 (21.18) 的 右边 中 的 系数 4; 是 对 称 的 。 即 
入); =À;; 


yt ^; mi S 关于 单位 正 交 标 架 ( 了; e,，e;) 的 第 二 基本 量 。 
《< 证明， 将 (21.18) 代 入 (21.17) 得 


> XiioiNAoi=0 
(4a —À,00, A 0, 20 
H "ES | 
这 说 明 A; = Àj. GER) 
再 将 (21.18) 代 入 (21.16) 的 第 三 式 可 得 高 斯 方程 
do = det(1,))0, A 0, (21.19) 


此 dq 叫做 曲面 的 曲率 微分 形式 。 
回忆 de; 的 定义 可 得 
(de;)(e;) - 9, ,e, (21.20) 
运用 (21.15) 的 第 二 ， 第 三 式 可 得 
PEL -p(e)e, +À (e)N 


ELT -—9(e)e, +å, (e;) N 


故 回 忆 (11,2) 可 得 下 式 
Veje = ~ P(e)es, Veze: (eje, 
À;- Hle; ei) (21.21) 
运用 (21.9) 的 第 一 式 ，(21.21) 的 第 二 式 变 为 
Aji = Y H 40,05; (21.22) 
1, P 
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然而 ， 运 用 (21.9) 的 第 二 式 得 
Bj Xx Y, (21.23) 


det(g;) = [det(b;;) J* =[dqet(eii)] 
式 中 运用 了 (bi = (4;;)"!。 运 用 此 式 、， 从 (21.22) 可 得 


det(H;) x 
det(g;,) 
式 中 ， 下 为 曲面 $5 的 全 曲率 。 故 (21.19) 变 为 
do - Ko, Ao, (21.24) 
整理 以 上 事实 ， 可 得 下 列 定理 4.6 与 定理 4.7. 
定理 4.6 对 于 曲面 的 各 坐标 邻 域 0 内 的 单位 正 交 标 架 (PP;e,， 
sz)， 下 列 基本 公式 


det(À;;) = 


dP -o,e, +0,8, 

de, = —qe, +A, N 

de,-qe, +À, N 

dN = ~à e, —1,e, 
成 立 。 但 oi 9;, P, À,, À, 为 定义 在 CQ 内 的 一 次 微分 形式 ，o@， 与 
os 满足 定理 4.4 里 所 述 性 质 、 这 时 ， 可 令 

A= Y Ajo; 


而 且 和 = Ai。 式 中 中 叫做 O 里 的 联络 微分 形式 。 
定理 4.7. 使 用 定理 4.4 的 符号 ， 下 列 结构 方程 成 立 。 
do, +p: =, do, -po =0 
dà, +A: = 0, dÀ; -QAX,-0 (柯达 齐 ) 


dq - Ko,/A 0, | (高 斯 ) 
式 中 下 为 曲面 的 全 曲率 。 此 外 
H(e;, €i) =A; 


成 立 。d 是 曲率 微分 形式 。 
标 架 的 变换 设 曲 面 $ 有 向 (参照 $7)， 从 给 5S 以 方向 的 图 册 之 
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中 ， 取 两 个 坐标 邻 域 0 与 0， 设 在 0 与 O 里 分 别 给 定单 位 正 交 标 架 
(P; ei,e2s) 和 (Ps €,,€, (在 ONO HR e;xe,- N- N-v,x 
©, R). XXE ONO gE 

€;-cosÜe, — sinÜe,, €, = sin0e, + cosÜe, (21.25) 
Nor. 但 9 为 ONO 里 的 C” iS. TEO S 0 里 运用 (21,15), wp 8 
下 式 在 OnO 里 成 立 。 


;^ Sin9o, +cosbgo，， (21.26) 


X= c0891, — sin9A,, 
入 ,= Sin9A, + cos0,, (21.27) 
dq =d 
【问题 21.4] REER (21.26)5 (21.27), 
根据 上 述 (21.27) 可 得 下 列 定理 。 
定理 4.8 当 曲 面 $ 有 向 时 ， 其 曲率 微分 形式 de 是 在 整个 S 上 
定义 的 一 个 二 次 微分 形式 。 
运用 (21.26)， 显 然 在 OnO 里 ， 下 式 成 立 。 
0,/A0,;-90,A0; (21.28) 
【问题 21.5] iXuE EXE (21.28). 
根据 (21.28) 可 得 以 下 定理 . 
定理 4.9 当 曲 面 S 有 向 时 ， 体 积 素 
ol 人 os =y det(g;) du! Adu? 
在 整个 S 上 定义 一 个 二 次 微分 形式 。 
《证 明 〉 运用 (21.10) 得 
ol 人 as = det(b;)du! Adu*, det(bi)>0 
然而 ， 由 (21.23) 可 见 
det(g;;) =[det(b;;)]?, 
V det(g;) =det(b;;) 
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M o, A0, =v det(g;) du! Adu? GEH) 
Pi 21.1 对 于 半径 为 a 的 球面 ， 试 证 下 或 。 


1 


a? 


Àj loe, dọ = o, A0, 


《解答 》 于 此 球面 里 ， His-en 故 由 (21.21) 的 第 三 式 得 


再 运用 (21.16) 得 
do =- o, Ao, GEH) 


共 变 外 微分 “ 设 给 定 曲 面 $ 上 的 向 量 场 天。 在 坐标 邻 域 O 里 ， 设 
Pep Tp 


X-X,e,4 X,e, 
求 此 式 两 边 的 外 微分 ， 并 且 运 用 (21.15) 得 
dX - (dX, - X,q)ne, - (dX, — X ipe, 
—-(X,A, +X, DN 
故 dX fe USE I EO 2: E 7S 
DX - (dX + 有 ,pe + (dX, —-X,p)e, (21.29) 
叫做 去 的 共 变 外 微分 ， 用 左边 的 符号 表示 。 当 DX =0 h, HEX 
平行 。 在 这 种 含义 下 的 平行 向 量 场 与 第 二 章 8$11 定义 的 等 价 。 故 得 


向 量 场 北平 行 的 充 要 条 件 是 
dX,-X;,9-0, dX,—-X,-0 (21,30) 
Bi 21.2. 在 全 曲率 天 不 为 0 的 曲面 $$ 上， 平行 向 量 场 为 0 。 3X 
证 明之 。 


《解答 〉 设 关 为 平行 向 量 场 ， 则 (21.30) 成 立 。 在 (21.30) 的 第 一 
式 的 两 边 求 外 微分 ， 代 入 第 二 式 ， 得 
X,do-0 
Ha X,do-0 
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然 因 天 关 0， 故 由 定理 4.7 GES dm= Kw, Ao: X0, Ak X.-0, X; 
=10. 即 
X-0 CEH) 

定理 4.10 如 果 五 * 里 的 曲面 8S 的 全 曲率 到 处 为 0， 则 对 $ 的 各 
点 了 P， 存 在 含 P 的 邻 域 ， 此 邻 域 0 与 平面 的 一 部 分 等 距 ， 

《证 明 〉 在 $ 的 坐标 邻 域 (CU，09，0) 里 , 设 U 为 民 * m (er, 
uj)|la-cu!«b, ccu! b, E O 425 JEJRAT TEGERE CP e e. 
如 果 到 =0， 则 由 定理 4.7 可 见 de = 0。 故 根据 定理 4.3， 在 邻 域 CO 
里 存在 CT PERO 

p -d9 
在 OO 里， 重新 作 单 位 正 交 标 架 (P* e, 6.09 
€,-cos( - e, ~ sin( - 9e, 
€, = sin(- 00e, 1 cos( — je, 


则 由 (21.26) 可 得 


ei 
j 
© 


故 运用 定理 4.7 得 下 式 
do,-0, dw,=0 
再 用 定理 4.3 可 知 ， 在 邻 域 D 里 存在 C" KA u' t wt 使 得 
o, Qu, o,-du*? 
然而 根据 定理 4.4， 玫 曲面 8 的 线索 ds: 在 0 内 为 
ds? = (0,)* + (@,)? = (du)? + (du?)? 
这 说 明 邻 域 0 与 平面 的 一 部 分 等 距 。 CEE) 


J 题 m 


1， REFR. 
9. à 
E 3s )=0 
2. 设 向 量 场 五 的 分 量 为 (了 !，-…，*)， 余 向 量 场 w 的 分 量 为 
Q,, c, U), Cs DIED T-uG X 628g T), iRUEF PUE 
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FE; T: 


3. 设 互 ，Y 为 任意 向 量 场 。 对 于 一 次 微分 形式 ， 试 证 下 式 。 
du(X, Y) -Xu(Y)-Yu(X)-u([X, Y]) 


4. RX, Y. ZZMIERWEES TIKHIE X, 试 证 下 


do(X, Y, Z) - Xo(Y, Z) - Yo(X, Z) 
-*Zo(X, Y)-o([X, Y], Z) 
+o([X, Z], Y)-e([Y, Z], X) 
5. 运用 习题 四 之 3 与 4， 试 证 下 列 事实 。 
(1) 对 于 C" BK f, ddf - 0 
(2) 对 于 一 次 微分 形式 uU, ddu =0 
6€. ZFA, DRK. XTERRA X,Y ,考虑 向 量 场 
NX, Y)-[FX, FY]-F[FX, Y] 
-F[X, FY]«eF(FUX, Yp 
REFR. 
GO) 对 于 任意 CRA f. g 
NGX, gY) = fgN(X, Y) 
(2) 六 定义 (1i，2) 阶 张 量 场 。 此 张 量 场 叫做 (1，1) 阶 张 量 场 
FHAA Nijenhuis) KE. 
(3) 设 正 的 分 量 为 Fi, WW] Nijenhuis 3E NSE 
Ni*= FOF — Fo Ft 
— (9jF;* — 9,F,*) F,^, (9;= 9/9%!) 
1. 对 于 m 个 向 量 场 二 X, ey X. 585m 个 一 次 微分 形式 
Ois Ors in, Oms 试 证 下 式 。 l 
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6; CX,) e e,€X, y 
(0, A Ao,)E,, tts Xn) je 


D, (Xn ). no 04,€X,) 
8. RIXARD. EX 上 x:A? 一 A? 如 下 .对 于 一 次 微分 形式 0, 
(Lyo)(Y) = Xo(Y) - o([ X, Y) 
对 于 二 次 微分 形式 e, 
(Lyo»XcY, Z)-Xo(Y, Z) 
—e([X, Y], Z)-o(Y, (X, ZJ) 
对 于 三 次 微分 形式 e, 
(Lyo)(Y, Z, W)-Xo(Y, Z, W) 
-o([X, Y], Z, W)-o(¥, [X, Z3, F) 
-e(Y, Z, [X%, F) 
式 中 了 ,2Z, 为 任意 的 向 量 场 。 以 下 同 理 对 于 p 次 微分 形式 o €X 
Lyo, Lio 叫做 @ 关于 互 的 李 导 数 。 试 证 以 下 各 式 .其 中 设 o@ 与 工 为 
任意 了 次 微分 形式 ，1 为 任意 a 次 微分 形式 。 
(1) Lgo +a) = Lyo + Lyr 
Lx(fo) = (Xf)o * fLxo 
B SKER CT. i. 
(2) LyCo Am) = CLxo) An oA Can) 
9. 设 下 为 向 量 场 。 定 义 u.At-—ÀA07 如 下 : 对 于 P 次 微分 形 
3X oO, . 
Gro) is c, X, o(X, Xi, o, X.) 
fH X,, e, X 为 任意 向 量 场 。 试 证 下 列 事实 。 其 中 设 r 为 任意 P 
(1) ix(@+ NA) = Ix +iyt 
ix(f%) = fixo 
但 设 f 为 任意 C" pu. 
(2) x (o Am) = xa Anc (7 1)?oA (ixn) 
AH 7 为 任意 微分 形式 ， 
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10. 对 于 向 量 场 四， 接 下 列 方 式 证 实 下 列 公式 成 立 , 
dixtixd=Lx 
OD 使 上 式 两 边 作用 在 0 次 微分 形式 (CT BPO f 上 ， 试 证 
上 述 公式 。 
(2) 与 (1 ) 相 同 ， 就 一 次 微分 形式 9 证 明之 . 
(3) 与 (1 ) 相 同 ， 就 二 次 微分 形式 % 证 明之 ， 
11. 运用 习题 四 之 10 的 公式 ， 试 证 
dLxr= Lyd, 
12. ÆW S LAZA Po’ 当 $3 上 任意 点 了 的 《从 了 , 量 起 》 
圆心 角 为 6 时， 以 (9) 表示 P。 作 S! 的 开 子 集 


- 4 
0, -jPco oce SH, 
0, = (P0) | c6 can), 


0, =Í P0] a 0 < 8! 


则 {0;，0s，0s} 为 S' 的 开 复 盖 . ERI = 7 = 7 (o. —), 
JS 9,./,—0,(051, 2, 3) 的 定义 分 别 为 9,00 = PO, 9100 = 
2x L 4x - 

P(x+ M) too e P(x), 这 时 {(fo bo 0012-1 2,3} 


决定 一 维 流 形 的 结构 。 试 证 明之 。 
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第 五 章 R EZH 


$22 3kd 


Nun HERZ OM eI ASERAELO . ERE RERUI RE a EO 
的 分 量 为 gu. RE (11.10) 用 此 &i， 作 克 氏 记号 u]. notos 
WRO, Be 在 亿 里 的 分 量 为 8 ， 则 在 ON D 里 

-381 Ox? 

7 axe 
成 立 。 故 与 $11 里 的 讨论 一 样 , 设 在 可 里 的 克 氏 记号 为 fj，。 则 在 0 
NO 里 克 氏 记号 的 变换 式 (11.21) 成 立 ， 

向 量 场 的 共 变 微 分 。 设 收 上 的 向 量 场 X 在 0 与 0 的 分 量 分 别 为 
CE 与 〈 瑟 0)， 则 在 On O 里 


vL ox^ i ， 
b4 SED (22.1) 
成 立 。 模 仿 (11.19)， 在 坐标 邻 域 OO 里 令 
h ð 
psa f Aja, d: =r (22,2) 


在 坐标 邻 域 0 BbB 247 (22.2) 89 p X^ . 388 (22.0 55 (01.22), 
可 证 明 在 On O 里 下 式 成 立 ， 

I spe 
总 之 ， 在 各 邻 域 O 里， 存在 以 户 下 :为 分 量 的 (1，1) 阶 张 量 场 pX, 
pX 叫做 向 量 场 对 的 闪 变 导 画 数 或 共 变 微分 、 此 外 ， 取 向 量 场 了 Y、 设 
在 O 里 的 分 量 为 (Y!,…,Y*) 。 E08, $ 


(22.3) 
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pyX*-Y!p;X* (22.4) 
则 存在 以 它 为 分 量 的 向 量 场 Vry. Vr 叫做 对 关于 了 的 共 变 微分 。 
这 时 下 列 定律 成 立 ， 对 于 任意 的 GC” 函数 与 任意 的 向 量 场 X, Y, 
VivX = fyyX, yyCf Xo - fpyX € (Y DX (22.5) 
【问题 22.1) 试 证 上 述 (22.5). 
张 量 场 的 共 变 微分 ROD 阶 张 量 场 ? ， 设 在 坐标 邻 域 O 里 的 
分 量 为 了 Ti。 在 0 里 ， 令 


y,T;^ =d Tutt M Tii? ~ M. Pe- TA T;,^. (22.6) 


在 其 他 坐标 邻 域 O 里 ， 作 相当 于 此 式 的 Pafu E0009 


p: 90x' Ox? Ox* 
ji = 二 TP 
HO asi ox! x? '* (22.7) 


成 立 。 
运用 (22.7) 与 克 氏 记号 的 变换 式 (11.21) ,可 见 在 On O 里 下 式 成 立 。 
ro 和 各 rr ea 
即 在 各 坐标 邻 域 O BUE EVA p, T; 为 分 量 的 (1， DAKE UT. 
PT MAKET 的 共 变 导 画 数 或 闪 变 微分 。 设 向 量 场 卫 在 坐标 邻 域 
OO 里 的 分 量 为 (了 !,…,Y")， 令 
pyT;^zY*y,T, (22.9) 
则 存在 以 它 为 分 量 的 (1,2) 阶 张 量 场 Vrf. p,T n TXDTPOY HRE 
微分 . m 
【问题 22.2] 试 证 上 述 (22.8)。 
与 上 述 讨论 完全 相同 ， 可 定义 任意 (p，9) 阶 张 量 场 了 的 共 变 微 
分 FT。F7 是 (Pp，9+1) 阶 张 量 场 。 也 可 定义 FrT7。Frz AO, ORNIK 
量 场 。 最 后 ， 用 下 式 定 义 C^ BED 的 共 变 微分 。 
l yf =df, Vyf =Yf (22,10) 
故 设 在 坐标 邻 域 O 里 ， C" 函数 f. AEX, RAE u 
C1，1》 阶 张 量 场 5，(0，2〉 阶 张 量 场 T，(2，0) 阶 张 量 场 0 的 分 
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h i E d i U 
则 这 些 张 量 的 共 变 息 分 pf, VX, pu, yS, pT, VU 在 0 0 里 分 别 有 下 
列 分 量 . 
Vif =f 


p,X5-29,X* dole. V li = ðt; - Il» 


he dile (22,11) 


n Mrs fr. 


se 


[问题 22.3] WE 7 了 是 单位 张 量 场 ， 试 证 F7 = 0。 
下 列 定 律 成 立 ， 设 f 为 任意 C” 函数 ， 了 与 $ 为 任意 (P， 9) 阶 张 
量 场 ，U 为 任意 (7，5) 阶 张 量 场 ， 则 . l 
yGT) = (PPEOT+ fpT, y(T- S) -yT«eyps (22.12) 
PTU = (T) GU + TG (pU) (22.13) 
上 述 (22.13) 如 用 分 量 表达 ， 设 了 为 (1,2) MKE, UXA, DD 阶 张 
量 场 ， 则 得 
pO aU) = (PT UP + T, ;,^(y,U,?) (22,14) 
【问题 22.4] 试 证 上 述 (22.14). 
ET 〈1，2) RREH, HIER Tat. i W yT 的 分 量 为 
矿 ,*， 则 到 关于 指标 闷 与 了 缩短 之 而 得 张 量 场 的 分 量 满足 
Wio? =V i RA FT, 
.% V,,;?-py.T,;? (22.15) 
总 而 言 之 ， 
求 共 变 微分 这 种 演算 与 缩短 是 可 换 的 。 
定理 5.1 TE n ZESEREBIOM, g), TX. 
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FE=0 Hj Fogp=0 (22.16) 


以 及 Vagi = (22.17) 
《证 明 〉 (11.15 5 (1.123 5] 2883 (22,160 5 (22, 17) RE. 
GEHE) 
定理 5.2 对 于 nn 维 黎 曼 空间 (以 ，g) 上 的 任意 向 量 场 了 ,了 ,2Z， 
FARZ. 
VzGOC,Y) =(72%,Y¥)+ (Xp Y), vzlXI? 22(X,p X) 
(22,18) 


[问题 22.5) 运用 定理 5.1， 用 分 量 证 明定 理 5.2. 
例 22.1 设 7 维 黎 曙 空间 (名 ,g) 上 的 DP 次 微分 形式 o KARE 


ab o=- t oy di Ade! A Adi 
试 证 do 的 分 量 为 
ii -pfi ji eddy T t T Viu 9i usui, ui 


《证 明 》 运用 (20.18) fht ppm ao 


【问题 22.6] 如 果 微 分 形式 @ 满 足 Fo=0, 则 dw =0. 试 证 明之 。 
定理 5.3 当 n 维 黎 曼 空间 ( 玉 ，g) 有 向 时 , 则 在 整个 于 上 存在 以 
o=, g dx! Ne- Ndx", g =det(g;;) 
HARPER n KASER o。 此 o miM, gor RR. 
(EBD 在 给 天 以 方向 的 图 册 中 任 取 两 个 坐标 邻 域 O 与 0, 与 
(8.15) —, EO nog 


成 立 。 又 在 On OO 里 
dx! A-- Ada -(35'as)A-- A( 87a j 


- UER E") dx! N- Ada" 


Q(xl, eeg x") 
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故 在 On O 里 
v gdx! A - Adx* - /g dx  A-- Ads" GEH) 
当 on 维 黎 曼 空 间 凡 有 和 南 时 ， 则 在 定理 5.3 EHHAn AMTER 


的 分 量 为 


OQ, cin T V/ B Ei, cine (22,19) 
RPS 
0 ( 当 二 … 加 中 有 相等 的 时 候 ) 
£i, in 1 n 
sign(i i) — C58 ded 相 异 时 ) 


(22,20) 
i (PIZ) 表示 将 on 变 为 do, WER. 
《注意 》 当 n=2 If, e; 有 如 下 之 值 。 
611=€,,=0, E= — EB; =] 


当 4 维 黎 曼 空 间 用 有 向 时 ， 可 以 证 明 存 在 以 


i l entia 
VE 
为 分 量 的 反 称 (2，0) 阶 张 量 场 了 ， 但 式 中 作 了 如 下 定义 。 
et = Bi 
【问题 22.7] 当 n-2 与 n=3 时 ， 试 证 下 式 ， 
1 


(1) e os =g' Jos grinl v ESI rin 


(2) V EE: sein 7 Big MEET 


Ve 
H 22.2 试 证 下 式 。 
yo-0, PH=0 
《解答 〉 证 明 n=2 的 情况 (一般人 情况 大 体 相同 》.。 


kOji 79,0; — AC 一 TAO 


一 157 一 


再 运用 在 例 11.2 里 得 到 的 
` alog g _ P? 
ip 


ox 


umo pov 


调查 puo... VO —VaOzi1, TO, 之 值 ， 可 见 这 些 全 是 0。 故 
po=0, 
AUR. BAER 5 问题 22.7] €10 5B pug8;; 20, JApao-0n[p 
得 reI= 0, GEE) 
ET 73g(00,3)E E (3g ok BEES, UFAR. OX, Y, 
Z, V 为 任意 向 量 场 ， 
pwT (X,Y,Z) = (yy )( 互 ,了 ,GD 二 了 (Fa 了 ,GD) 
-TT(X,pyY,2Z)4-T(X,Y ,PwZ) (22.21) 
此 关系 也 可 以 推广 到 (0,9) 阶 或 (1,9) 阶 张 量 场 T 上 去 ， 
【问题 22.8】 对 于 (0,2) 阶 张 量 场 T， 证 明 (22.21). 
【问题 22.9] 对 于 (i,2) 阶 张 量 场 TT， 证 明 (22.21)。 
平行 张 量 场 ” 当 张 量 场 了 满足 FrZ=0 时 ， 了 叫做 平行 张 Bits. 
【问题 22.10] 张 量 场 7 平行 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任何 向 量 场 了 
来 说 PrZ =0。 试 证 明之 。 . 
【问题 22.111 iXuE C APEX, 
OD) WRAS X FET, ASEKIXI]—32E. 
(2) WRR X, Y Fij, BWRARA,Y)—E. HH, X5 
了 的 夹 角 一 定 。， 但 设 到 处 了 妆 0,，Y 了 雪 0，。 
MELER TES n ERZE M, g) 的 一 点 P 的 坐标 邻 域 


gogo ves, sb pe tie [o], o 时 ,航标 


AQ, e, x) n EL P Dy i9 A SE ERR. 
定理 5.4 ”对 于 n 维 黎 曼 空间 的 任意 点 P， 在 包含 P 的 充分 小 邻 
域 里 ， 存 在 以 了 为 中 心 的 测 地 坐标 系 。 


~ 
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《证 明 〉 在 包含 P 的 坐标 邻 域 0 里 ， 设 坐标 系 为 (x!，,…,%")。 设 
P HIRI ai, 念 


h » 


MOOS es y) 是 包含 的 充分 小 邻 域 吕 里 的 坐标 系 。 原 因 是 ， 因 
(GayWaxDp= B], 获 在 口内 书记 一 一 各)*e0。 关于 新 坐标 系 (7 1， 
…,y")， 设 其 克 氏 记 号 为 直 ， 则 根据 克 氏 记号 的 变换 式 (11.21) 得 


BAK 


h 2 arh 
au), =i sei), 15]. CEH) 
定理 5.5 ”关于 n 维 黎 曼 空间 的 以 点 己 为 中 心 的 测 地 坐标 系 ， 
afi.. E p= (QUT, 7), | | 
Wr. sup Ti.. JERKED T HSE. 
CHER) 由 测 地 坐标 系 的 定义 显然 。 
对 于 向 量 场 了，C” 通 数 
div =y; X! (22.22) 
叫做 向 量 场 站 的 散记， 以 左 侧 符号 表示 。 对 于 C” 函 数 f ERTH 
微分 df 的 向 量 场 的 散 度 


讨论 中 运用 了 


4f -yiCGghyi = gi'ywif (22.23) 
以 左 侧 符 号 表示 。 下 列 算 子 叫做 拉 氏 算 子 ， 


运用 例 11.2 的 结果 得 : 


divX z0 X'+ ML 3X’ + z 2v E X, (g -det(g;) 


=t (VAX + Ov g)X’) 
vg 
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故 得 下 列 公式 。 


公式 divX = 7 ETT (22.25) 
$23 曲率 张 量 
就 上 维 黎 曼 空 间 ( ,8) 进 行 讨论 . 对 于 三 个 任意 向 量 场 X,Y ,2， 
考虑 向 量 声 


R(X, YoZ «VxVy£—-VyVx£Z - V cx,v;£ (23,1) 
这 时 ， 对 应 
R,(QX, Y, Z) R(X, YoZ (23, 10" 
4E X (1,3) RIKER. UFER. 
先 设 f HMHR C^. PR, i388 (22, 50 8] 3 
VixVve = fVxVv£ 
VyV;x£ -VvGOVx2D = fpvV x£ + ( Dp xZ 
Perr = Vicx,vo- o pnxé 5 fVax, y - (Y y xZ 
因此 ， 将 这 些 式 子 代 入 (23.1) 的 右边 得 
R(fX, Y)Z- fR(X, Y)Z (23.2) 
Ex, Hi O3. D TR, RCX, Y)Z- - RCY, X)Z, diis (23.2)9f 
得 下 式 
R(X, fY)Z - fRCX, YoZ (23.3) 
再 求 
VxVvC(fZ) =pl fy + (YfZ) 
7 fVxyv4£* CXfopyZ* 到 (了 及 人 + Q(Yppxz 
IIBER Vy7xGO20. 还 有 下 式 成 立 
V tx,Y) MD Y35Z. 
将 这 些 式 子 代入 (23.1) 的 右边 ， 运 
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CX, Yjf- X(Y f) - Y(Xp) 
可 得 
R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z (23,4) 

一 章 考 虚 上 述 (23.2)，(23.3)，(23.4) 以 及 

ROX -W, Y)Z- R(X, Y)2+ ROW, Y)Z 

R(X, Y  WBZ- R(X, Y)Z+ R(X, W)Z 

R(X, Yy(Z*W)-R(X, Yo)oZ- ROT, YW 
"JU, (22.1 的 对 应 RR 是 0,9) 阶 张 量 场 ， 此 张 量 场 叫做 黎 曼 空 间 
(M，g) 的 曲率 张 量 。 

在 坐标 邻 域 O 里 ， 设 曲率 张 量 民 的 分 量 为 RS, Wu 


_ 3 ) 3 
R^ 2x c0 8 QOx^* oxi j axi” 


3 h 3 o? 
Vajaat sr, fat: ae bx ox!" 4 E 9, 


将 此 二 式 代 入 上 和 式 右 边 ， 运 用 (23.1) 可 得 下 列 公式 。 


公 


ARES 


T 


mr itie e oe 


ES AE LS C$ V 
其 次 ， 利 用 曲率 张 量 的 分 量 ， 令 
Riin = Rei Enp (23.6) 


它 叫 敌 曲率 张 量 的 共 变 分 是， 将] 六 和 的 定义 式 (11.10) 代 入 28.5 


右边 ， 运 用 (23.6) 可 得 次 式 。 
202g; 9? g,; 2? | lg., 
AES > (3 Eih OO Ern _ 9 Be £i) 


9x üx^ Oxiox^ Ox'ox! Jx Ix’ 


(Foha aipa (23.7) 
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利 齐 公 式 在 (23.1) 里 代入 于 =3/3xt, Y- 0/031, 4 Z= 
Zi9/3x*， 运 用 [3/3%*!，3/3x* 候 =0 可 得 
VA ;£* y pi^ = R,,^Z7 (23,8) 
其 次 取 余 向 量 场 u= udx!， 则 得 


nr pl om- Ud nam e 
Aj re la C La 


VPE RE, — (23,9) 


"p 


对 于 (1,2) 阶 张 量 场 了 = 了 ,dw1@dx'@ i， 用 与 上 面相 同 的 


运算 可 得 
ViyaT u^ - yy; = Ripli? ~ Rs?T ,sit ~ RrT,, 
(23.10) 
《23.10) 可 推广 到 任意 (p，9) 阶 张 量 场 上 去 . (23.80(23.92 (23,10), 
…… 叫 做 利 齐 公式 。 
适用 利 齐 公 式 于 度量 张 量 gu 上 ， 运 用 Fagi=0 得 
VVB VVE n= — Raitg pi Rui” Bip 
0 = ~ Rans Rin; 


Ran = — Rini (23.11) 
曲率 张 量 的 性 质 注意 (23.5) , (23. 以 及 (23.1) 可 得 下 
列 公式 。 
公式 
Rajin = -Rinn Ran Ru (23.12) 
Rajin = Rini (23.13) 
Rat Riiat Ru 0 (23,14) 
与 上 述 (23.14) 等 价 的 公式 
Ritt Ryu! e Rug 50 (23.15) 
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FEL. 
比 安 基 公 ( 恒 等 ) 式 
PRint +R’ e Rut 0 (23.16) 
《证 明 〉 关于 以 任意 点 P 为 中心 的 测 地 坐标 系 《%!、… 0, 


estate Rue (nd D, Cod) 
运用 此 式 可 得 
(PR 二 PRERDp=0 


因 了 是 任意 点 ， 故 (23.16) 成 立 。 GEE) 
利 齐 张 量 与 数量 曲率 SFERU 
Ri = Rjir? = Rpg’! (23,17) 


为 分 量 的 (0，2) 阶 张 量 ， 叫 做 利 齐 张 量 。 用 符号 Bic 表示 。 
【问题 28.11 试 证 利 齐 张 量 Rie 是 对 称 的 。C” 函数 


k= Rigit= Resg gi (23,18) 
necs Mioliteig. 
【问题 23.21 运用 比 安 基 公 式 证 明 下 式 ， 
(1) pí,Rj; 7 PR = p EST 
(2) pik- 2(p ,Ryg? 


【问题 23,3] 试 证 下 列 事实 ， 
(D 如 果 PR=0,， 则 pRic=0,， pk=0。 
当 yR=0 h, XEHE kE. 
(2) 如 果 pRic-o0, WAE E k—E. : 
二 维 效 受 空 间 的 曲率 ” 今 特别 设 M, 8) 为 二 维 歼 曼 空 间 。 从 
(23.12) 与 (23.13) 可 知 ， 在 Ron 里 ， 除 
Rus 三 一 Raus 二 一 Rua = Rna 
以 外 的 全 恒 等 于 0 。 故 模仿 曲面 的 全 曲率 公式 (13.16)， 令 
K= -1u g=det(g;:) (23,19) 
JG K mij 4325 IRIOM, eOBSHRRE, EDECEIEUL. 
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Hijis = BhiB jt ~ Bii 
为 分 量 的 (0，4) 阶 张 量 场 娘 ， 则 Hij;s 全 部 满足 曲率 张 最 的 分 量 Ru 
所 具备 的 性 质 (23.12)~(23.14)。 故 存在 C° R% a 使 得 


Riis = aH piin 
于 式 中 令 《=i=1,。 hh=j=2， 运 用 (23.19) 得 a=K, d 
Ryu = KGuBii 7 EE) (23.20) 


成 立 。 整 理 之 得 下 列 定理 。 : 

定理 5.6 在 二 维 黎 曼 空间 (人 M，8&8) 里 

Resiin= KO agii Bii?) 

R. REKAM, Dh., ME C PENA. . 

常 曲率 空间 n 维 黎 受 空 间 ( 有 内 ，g&) 的 曲率 张 量具 有 如 下 形状 

Ru SCEEB Enga) (C 为 常数 ) (23,21) 

即 R(X, Y)yZ-ct(Y, Z)Y - (X, Z)X) 
Bj, HOM, epui Eg c 的 常 曲 率 空间 . 

爱 因 斯 坦 空 间 设 4 为 常数 ， 当 nn 维 黎 曼 空 间 ( 以 ，g) 的 利 齐 张 . 
E Ric 具有 , 

R; =ag; BJ Ric(X, Y) -a(X, Y) (23,22) 

HÆRE, (M, pR ARER.. 

【问题 23.4] 试 证 以 下 性 质 。 

D 设 半 维 常 昌 率 空间 (M，8) 的 曲率 为 cg， 则 (2， nm 
坦 空间 ,Rj; = (n 一 1)ag,i。 

(2) 此 常 曲 率 空间 (及 ，g ) 的 数量 曲率 一 定 ，k=nCn 1)a. 

定理 5.7 (Schur) 设 n 维 黎 曼 空间 ( 必 ，g) 的 曲率 张 量具 有 如 
下 形状 

Rua faul Eigr) 

其 中 /为 C” 国 数 。 这 时 ， 如 果 onl3, WMM, DHAR hR E f 
为 常数 ) 。 但 设 矿 是 连通 的 。 

【问题 28.53 运用 比 安 基 公 式 (23.16)， 证 明 上 述 定理 5.7。 

例 23.1 人 们 知道 在 (n1) 维 欧 氏 空间 E"*! 里 ， 半 径 为 “的 
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球面 


S"={(x!, (YN 
是 曲率 为 -- 坊 -的 常 曲率 空 zH. 
例 23.2 KRER E" 是 曲率 为 0 的 常 曲率 空间 . 


SA 平移 展开 


E n ERREZ (M, 里 有 正则 曲线 cM, 对 于 c 上 各 点 
c(t) GED, AE C(t) 处 的 切 向 量 DOJET 0) OD SIEGEN AE 
虑 对 应 velt) (t), EASA ci) 的 坐标 邻 域 O H, OREM 


ss. 


如 果 oe) (hs1, …，m) 在 区 间 了 上 是 C 函数 ， 则 对 应 v mpi 
曲线 c B5 q-ENA. ixPj, v'C n v 
在 邻 域 O 里 的 分 量 . 有 时 也 写 做 oa 
-v(), eus 

SAGEM EKARI X P 1X, 
PEM), XL NE Xi eX. HO 
是 河曲 线 c HARD. KEAR X 
在 曲线 e 上 的 限制 。 í 

AMEGE I dE e a9 pp BEES o 时 ， 
BE c 在 坐标 邻 域 O HEUS JE IR a 
=), 4 

(phu = ELA 32) (24,1) 


c (1) 


Svit) dv^(t) | dx! (t) 
但 dt dt d ] (o) dt 


Jüpze 沿 曲 线 c 是 向 量 场 , 叫 做 i HER c BO EHE. 上 列 第 二 式 有 


v'(t) 


— 165 一 


时 也 记 做 5o 
ua V os 
完全 相同 ， 可 沿 曲线 c ELKES, EXSER e 的 共 变 微 


5 


又 型 上 的 张 量 场 在 曲线 上 的 限制 也 可 一 样 定义 。 
设计 上 的 向 量 场 于 在 曲线 c 上 的 限制 为 >， 则 
Qao = az D G,X9. o2) 
成 立 。 沿 着 曲线 cop 
CGE GA 
这 时 用 符号 8 了 /dt m yiX ER yw, WE yz X Raa B at 
c 的 共 变 微分 。 同 理 定义 于 上 的 张 量 场 5 沿 曲 线 ¢ 的 共 变 微分 。 
当 改 上 的 张 量 场 S 满 足 F3S=0 时 ， 就 说 8 沿 曲线 e 平行 。 故 治 
曲线 e 的 向 量 场 ? 满足 Fr:z=0 时 ， 就 说 ? 是 平行 的 。 
因为 度量 张 量 8 满足 Fg = 0， 所 以 对 于 任意 C MR c, 
Pig=0 
即 g 沿 任 意 C^ dü£ c 是 平行 的 。 
【问题 24.1] 设 ? 与 是 沿 曲 线 cil Mise ERES. WE 
HEO, wH e 是 CG” 函数， 试 证 下 列 事实 。 
(D piQ, w)-(p;9, w)+ (Vv, piw), (运用 Pi;g= 0) 
(2) mE ov 平行 ， 那 末 ||o|l 一 定 。 
(3) 如 果 2 与 w 平行 ， 那 末 内 积 一 定 ，? 与 妈 的 夹 角 一 定 。 
(4) 设 p 与 % 平 行 。 这 时 ， 如 果 对 于 X CEI, v0) 与 
wa ) 是 线性 无 关 的 , 那 末 对 于 任意 的 £C D) v 02 53: w(t) 线 性 无 关 ， 
【问题 24.2] 歼 曼 空间 (M，g) 上 的 向 量 场 卫 为 平行 向 量 场 的 充 
要 条 件 是 于 沿 所 有 的 CC” 曲线 c 平行 ， 即 了 :下 = 0。 试 证 明之 。 -— 


cp 


(24.2) 
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测 地 线 ”曲线 的 曲率 ” 当 给 定 球 维 黎 曼 空 HID EE RR 
€i :7 一 4 时 ， 其 切 向 量 * 是 沿 c 的 向 量 场 。 当 上/ 川 引 | 平行 时 ， 即 
` P:c =aċ (24,3) 
(a 为 区 间 了 上 的 C^ 函数 》 Bp, c 叫做 测 地 线 。 在 测 地 线 c 上 以 绝 
长 为 参数 ;时 ， 其 切 向 量 记 以 c/， 因 为 le 省 =1， 所 以 从 (24.3) 可 得 
p.e =0 . (24,4) 
反之 ， 对 某 Co 曲线 c, WROD SLR M e 为 测 地 线 ， 
C839 SE s". 
RHR e 的 局 部 表示 为 x - a*t), 由 (24.3) 可 见 c 为 测 地 线 
的 充 要 条 件 为 
d? x* E dx! dx! dx^ 


E uc ap 743 (24,5) 


如 设 曲 线 c Bude s 为 参数 ,由 (24.4) 可 见 ,e 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 
2h i i 
UE. H Te. EET (24.6) 
今后 有 时 将 (24.5) 的 左边 表示 为 
dee s Per he dat 
dt? dt? ji$ dt dt 
显然 ， 下 列 定 理 成 立 。 
定理 5.8 HTF n ARSTE, EA 3.3 成 立 。 
【问题 24.3] 导出 测 地 线 的 方程 (24.5) 与 (24.6)。 
曲线 的 曲率 、 设 7 维 黎 曼 空间 (到 ，&) 上 的 正则 Hg £X c 的 参数 为 
IK s, Xit 


« - [Ip e? (24,7). 
叫做 曲线 c 的 曲率 或 第 一 曲率 ， 以 左边 的 符号 表示 。 在 n3 的 情况 
下 ， 用 此 曲率 的 定义 者 居多 数 。 沿 e 的 向 量 场 
下 ee/ (24.8) 
叫做 曲线 < 的 曲率 向 量 。 显 然 下 列 定理 成 立 。 
定理 5.9 n 维 黎 曼 空间 里 的 正则 曲线 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 其 


一 167 一 


第 一 曲率 « 恒 等 于 0 。 

平移 Enk REAM, 
£) 的 一 坐标 邻 域 O 里 考虑 
”曲线 c.Co, b]M, RRR 
表示 为 x-30). de MONS 点 为 
P-c(a),Q-c(b), 今 考虑 常 微分 
方程 


ET 


(24,9) 


任意 取 点 了 处 的 切 向 量 4, 设 4 的 分 量 为 心 .因为 常 微分 方程 (24.9) 的 
解 v*(t) 满 足 初始 条 件 Ha = 4^ 的 只 存在 一 个 。 故 沿 曲 线 c 作 向 


量 场 "为 


v(t) = »*ax MD 


e t) 


图 5.3 


To(2) 叫 做 沿 曲线 e 的 平移 。 


We» < 平行。 这 时 
我 们 说 将 4 沿 c 平移 而 
$$ r(t), vb) - Bé 
&@ 处 的 切 向 量 。 故 考虑 
对 应 1I.:4 1->8B8, 则 得 下 
列 映射 。 

IL .T,(M)—T, (M) 
Ej (24,9) J& £& RE LA 77 
程 ， 故 .是 线性 映射 。 
根据 [问题 24.1] (4) 
可 见 UL, 是 同 构 映射 ( 运 
用 下 页 (24.11)。 此 同 
构 上 映射 HH。 ,Tp(M) -> 


当 Ce RR e 没 包含 在 一 个 坐标 邻 域 内 时 ， 因 象 c(Ca, 53) 是 紧 
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致 的 ， 故 存在 有 限 个 坐标 邻 域 O O s OEHR c 包含 在 
OUOU…UO， 

里 ， 在 Oii Oi, 里 适当 地 取 一 点 Pi;(i= 1 ts n7» 设 Pi =P, 
Pa=Q, HIW c, =P Pis c; 2P,P,, eg c, Paai P, T XE 
结 之 可 得 c。 这 时 

He =UeeHIc。…JIe ;TE(OM) —T4CM) (24.10) 
是 同 构 映 射 ， 与 ¢ 的 分 割 无 关 而 决定 《运用 常 微分 方程 的 解 的 唯一 性 
定理 ) 。 此 N, RhA e 的 平移 。 

对 于 C" 曲线 c:la, bj>M, EXC 

hike! Ca, bM ov» 

cI) 2c(-t*acb) 


我 们 说 ， 道 转 c 的 方向 而 得 cU. X 


De: To UM) T2 (M) 
ATL 的 道 映射 。 即 | Asa 
II,-1-II,7! (24.11) 


将 有 限 个 C^ 曲线 c Ca e. c. 连结 起 来 而 得 的 曲线 c 叫做 

分 段 C” 曲 线 ， 也 叫做 D" 曲线 。 设 也 " 曲线 c 的 两 端点 为 了 ,8 时 ， 
Ne= e o.o Me oll e :Tp(M)->To(M) 

为 同 构 映射 ， 此 DT 叫做 沿 曲线 e 的 平 
E. JEAN ACIES 24.1](2 0 可 见 ， 
I 是 保 内 积 的 同 构 映射 ， 即 度量 同 构 
映射 。 

当 二 个 D> hace, 与 c: 能 够 连结 
时 , 连结 而 得 的 也" 曲线 用 cuo: 表示 ， 
图 5.5 显然 下 式 成 立 2)。 

Je c, 2 IT c, o IH c, (24,12) 


D EPA ce(-t+0-b). HÈ) 
20 下 式 右边 应 该 是 Herlei. 
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对 于 连结 二 点 已 ，@ 的 两 条 D” 曲 线 ci 与 c, YE 
It, ,T (M) —T4CM), It, T. (M) —T4C(M) 
不 一 定 一 致 ， 一 般 是 不 同 的 。 这 由 下 例 24.1 "TAL, 
展开 为 简化 叙述 ， 就 二 维 黎 曼 空 间 (M，g) 讨论 之 。 设 上 的 
C HR cM 的 参数 为 弧 长 *。 又 在 ec 上 取 一 点 P。( 设 在 Pas 
s=0)。 在 点 P, 取 互 相 正 交 的 单位 向 量 e,,0,, i HE a, 5a, 沿 c 平 
移 而 得 的 向 量 场 分 别 为 e, 与 es。 从 [问题 24,11 的 结果 可 见 ei 与 e, 
在 c 上 各 点 是 互相 正 交 的 单位 向 量 。 再 说 ， 因 为 c 的 单位 切 向 量 c! 在 
€ 的 各 点 可 用 ei 与 e* 的 线性 组 合 表示 ， 故 可 令 
c!-t,e, tiae, (£,)*  (0,)* «1 (24.13) 
RP i, 5t, JME” Bg C^ BER. ROKYEBKIKCET E? REAL 
PRO, y, de. 与 《分别 为 以 0,0, (0,D 为 分 量 的 互相 垂 
直 的 单位 向 量 。 设 微分 方程 
| Yr lr), TEL ct.) (24,14) 
的 解 满足 初始 条 件 
y1(0 20, 72(0) 20 
者 为 y, 00 5 y). Tk E? 里 作出 方程 为 
Yi-7YiOD, Y;7Y3,€0, (sc I) (24.15) 
HHR C. S4 5-0 f, c 通过 HRO. XIN 
e€^2yhe, ye, (t? + YZ) =, t E) 1. (24,16) 
ABA SITE EMR., moe mieh e 在 点 已 ， 处 的 展开 曲线 
《参照 图 5.6) 。 因 为 
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e, e, 垂直 | e,, €, 一 定 


故 将 
(24,13) | (24,16) 
的 第 一 式 两 边 对 s 微分 之 ， 由 曲率 向 量 由 下 式 决定 。 
k-pse i6e, i^e, | h-9727'-1fe,-1^e, 
| (24,17) 


HEA cATETEIS vj. T GESDVLSM 
v=v, e +9,2, 
相应 的 ， 沿 5 EE 里 的 向 量 场 是 
90-9,0,419.,0€, 
我 们 说 5 是 v 的 展开 (参照 图 5.0) ， 特 别 当 v GERD, vu, v. 是 常 
数 ， 故 五 E E 内 平行 。 这 时 从 (24.17) 可 见 ， 将 e 的 曲率 向 量 Ag 
Fz. TAT 的 曲率 向 量 下。 因此， 显然 以 下 事实 成 立 。 
(M, &) 上 的 曲线 e 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 ， 在 上 一 点 处 e 的 
展开 则 线 为 直线 。 
BER c 的 向 量 场 e 平行 的 充 要 条 件 是 : ” 的 展开 TE c 的 展开 
曲线 € (EE HD) 平行 。 


例 24.1 ZERE S 上 的 一 点 了 与 其 对 径 点 Q 相 连结 而 得 两 条 
半 大 图 c, 与 cs， 如 图 5.7 Bros. 0, 5 05 的 展开 曲线 分 别 为 直线 5 :与 
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Tao 如 右 图 所 示 。 由 此 事实 可 见 ， 
线 c, €, 在 己 处 的 展开 曲线 的 终 
点 并 不 一 致 。 

其 次 ， 假 设 将 已 钼 的 与 e; Æ 
直 的 向 量 a dc, 平移 到 0 得 b, 
将 a 沿 cs 平移 到 @ 得 6:， 则 在 展 
开 图 里 分 别 与 56, 与 5, 相对 应 的 向 
Ab, 与 8.。 由 图 5.8 TTA, b, 
与 5。 的 夹 角 为 8 (已 假设 在 点 了 ， 
e, He, 的 夹 角 为 6) 。 由 此 可 得 
下 列 结论 ， 过 8: 上 两 点 已 ，O 连 
结 两 条 曲线 c. 与 c:, 沿 此 二 曲线 ， 
将 己 处 的 向 量 平移 到 @。 一 般 地 
H enm. 


$25 M Xj g de 


在 S? 上 连结 两 点 了 与 @ Zi 


在 本 节 就 二 维 歼 曼 空 间 ( 必 ，8) 讨 论 。 设 在 二 维 歼 曼 宏 间 ( 久 ,8) 
KRR O EKERI, v), ARERR up (0 = 常 
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数 ) 5v 曲线 (4= 常数) 互相 垂直 ， 
ME u HRTEM, Xit, 
PRA, vii O HB CUN HSEE, 
以 下 说 明 可 以 作出 测 地 坐标 (参照 
定理 5.10)。 . 

BREM, e) 的 坐标 邻 域 O 里 
局 部 坐标 为 (Qu!, u), 首先 取 正 
则 曲线 c ;5e,6)->0， 设 其 局 部 表 
示 为 u= u(t) E Ca, b), 通过 e 
的 各 点 el), E5 c 垂直 的 测 地 线 


E RAES 为 参数 , 设 8 (0) c0), 8, 的 局 部 表示 为 u -u(5,0, 

v-v(5, t). EREDATE, 0) 65 C^. ERE CRI 地 线 的 微 
分 方程 (24.6) 的 解 是 自 变 量 s 与 初始 条 件 ui0oBy C^ PO . BDE 
3， 由 方程 ucu(s,t),v =2(031) 定 义 的 曲线 以 e。 表 示 之 ， 则 c = co。 

在 任意 点 ws, t), u?(s, 0) , [INO 


e (Mm | aw auy 
Vets asat ljih as au 


op [f Vu B A 2 
Pig, = etos. ji Jut 


故 Vert, =p: E, (25.1) 
Wr 
F(s,t) - (g,, €) (25.2) 
(右边 表示 内 积 ) ， 运 用 (25.1) 得 
aF 


eas CO 085,6 GT. Ver) = (5, Vigh) 


式 中 运用 了 e184 =0 ( 因 8， 为 测 地 线 ) 。 X DNO, 850 - le^]? = 
1 ， 两 边 对 s 微 分 之 得 i 
aF 


(£^, y:,41)50, A (ag 79 (25.3) 


ARES s-0 ( 即 在 c-e, 上 ) 时 e I3 8, EX, Ww FQ0,0 20, A 
而 由 (25.3) 得 FG, t) =0。 这 说 明 在 各 点 (v1(s， t) u? G, 0),c, 与 
EEX. 

再 来 证 明 下 列 事实 ， 设 。 为 充分 小 正 数 ， 在 范围 ~ ecse, a< 
ib E, XF 

u! -ul(s, t), u? =u? (s, t) 
1 
M5 ^ x0, (—se-——t, a«t«b) (25.4) 

《证 明 〉 因 g 为 测 地 线 ， 故 任意 固定 5, 则 u= uls, AM 

地 线 的 方程 (24.6) 的 解 ， 又 满足 初始 条 件 
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h 
u^(0, t) -ul(t), JEM. 


但 C* 函数 E^CO 9B ER, g ERODE AES ca) 


81) = 0) ur)... ， &o - io) 0 


EZ, [ie (2) 六 0， iG] = 1. Eige, 运用 初始 条 件 ? 
[jo di /dt 


| E*(). du2(0/dt 
见 ， 上 式 在 点 (DE 


(292. alut, u?) ),, Ac0, (act b) 


=E) 


3(s,t) 
故 存 在 正 数 s， 下 式 成 立 
ien X0, (-e<s<e, a<t<b) (证 毕 ) 
Ei (25,2) 2E Xi F Gs, 但 等 于 0 以 及 (25.4) dep ， 下 列 定 


XH He Yr. 
定理 5.10 XT — Heg uos Ot, 8&) 的 各 点 卫 ， 如 取 包 含 P 的 
充分 小 邻 域 O ， 则 在 O 内 存在 测 地 坐标 。 


D 原因 是 ， 


WE, E3), (m, m :) 是 非 零 正 交 向 量 ， 则 
E TI 
0 
Er mt 
用 反 证 法 证 明 。 设 论 电 不 真 ， 则 
tin? = ban (i) 


A, EDATE, Tit :入 0。 这 了 时 mn* 革 0, 否 则 由 (i) 得 n' = 0。 与 假设 矛盾 。 
由 二 向 量 正 交 可 见 
E'n! + F(E!n* tEn) +OEn:=0 0. (i) 
GDRBW6IASEt' BADOR 
EElEin? + 2FEIn E: + GEE? nE = 0 
zi] E(E1!)?! + 2FE!E* c G(E1)* 20 


Ak F^-EGIBO. RME DEEPA. GE dp ED 
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《注意 》. 一 般 地 说 ， 此 定理 5.10 HF n ARI FEER 
有 必要 适当 地 推广 测 地 坐标 ) 。 2 
在 坐标 邻 域 O 里 的 测 地 坐标 (w v), u hA (2 = 常数 ) 是 测 
地 线 ， 于 其 上 设 参 数 为 弧 长 ， 则 在 0 里 线束 为 
ds? -du? + G(u,v)dv? (G(u,v)70) (25.5) 
在 这 里 提 一 下 ， 在 曲面 论 里 求 到 的 全 曲率 下 的 公式 (13.17) 在 二 
维 黎 有 曼 空间 里 也 成 立 ， 故 得 ， 关 于 测 地 坐标 (4,v)，( 寻 ,g) HARK 
由 下 式 而 定 (运用 (25.5)). 
HVC (25,6) 


K=- 7g we 


曲线 族 ”对 于 区 间 了 的 所 有 实数 !, 定 义 了 (CM,g) 上 的 C* 曲 线 &,， 
设 在 各 坐标 邻 域 O 里 ， g, 的 局 部 表示 为 w=ws(s，1) (3 为 B, BI 
长 ，sE 1)。 当 函数 ust) XE, DcIxl WC RR, (25.4) 
成 立时 ， 就 说 8&8， ECD 定义 曲线 族 . 

定理 5.11 假设 在 二 维 黎 曼 空间 (以 ，g) 上 ， 有 测 地 线 族 Gn 
(iE 了， 两 条 正则 曲线 cis e; :1 一 及 与 各 测 地 线 e, 分 别 交 于 点 ce1(t) 
与 e(t), MAREE ce, EAO ERZ, Eg 与 cs YE 0,0) 
正 交 。 这 时 ， 在 测 地 线 8, 上 ， 二 点 0,0, c0) 之 间 的 弧 长 与 1 无 
关 ， 是 一 定 的 ， 

《证 明 》 在 充分 小 坐标 邻 域 O 里 存在 8.79 5 曲线 的 测 地 坐标 


D 原因 是 ， 六 仅 由 度 理 及 其 偏 导 数 而 定 。 但 只 用 本 章 黎 学 空间 的 狂 念 也 可 求 之 如 下 。 
在 目前 情况 下 由 (23，19) 得 K= -有 131/8g = - R2121/8。 又 因 


1 1 2 1 2 ` 2 .1 
22 "77g fe g "ogg n 7 on tag 
其 它 克 氏 符 号 都 是 0 。 再 来 计算 Eno. 
23,51 .34, 454 ,1 jea  ,j1d G, 
Ra'd, 4, 790039 tiga 12 71a — 32! 
Gu G 
-G -78 o, u 
2 uu 2G 2 
Kr Ca? 1 vG 


(5,0, WR e, 与 c: 在 0 里 , 则 很 据 测 地 坐标 下 的 线索 (25.5),8， 上 
Pi cG, eO IR] 8991 1e 2g 
[ras s. —8$, 
是 一 定 的 ， 但 设 gs) 26,00, 8,042 6400. 
e, 当 cl 与 e, 不 能 包含 于 象 上 面 那样 坐标 邻 
域 之 内 时 ， 将 8， 用 有 限 个 充分 小 坐标 邻 域 0,， 
O, tts 0, 复 盖 如 贸 5.11, 在 各 O,, tty O, 


图 5.10 图 5,11 
里 利用 上 述 测 地 坐标 ， 在 ONO, 里 作 s = 常数 的 曲线 ;1 。 这 时 ， 
L 与 4, 的 关系 与 上 述 6 S e, 的 关系 相同 利用 这 个 事实 ， 可 证 
明定 理 5.11. — GEP) 
测 地 极 坐标 在 (M,s) 上 任意 取 点 已 。 在 点 己 取 互相 垂直 的 单位 
HE eyez。 在 点 尸 处 的 切 空 间 TM) 上 , 取 任意 单位 向 量 v v.e, 
+v2e2(V1， VER) 。 通 过 点 尸 作 测 地 线 g,:( 一 8，8)-> 肝 ， 使 得 在 


es P 与 vv 相 切 。 其 中 8 为 充分 小 正 
| 数 。 这 时 ,8, 的 局 部 表示 即 8,62 89 
， To GBERRDEMK 由 = ws 9). 但 设 
LA u = cosge ,+ sinÜe,, 0«—s«5, F 
P " 是 得 
图 5.12 g/t (0) = cosge, + sinfe, (25,7) 
lim 2s $i 一 30 8+0) = ~ sin e+ cose, 


Hk, EREE s， 设 以 t=, 9) 为 局 部 表示 的 曲线 为 “,， 则 由 
上 式 得 


ta on 344(030) 3 Z osni 8 
limé,-lim— 54 — uy T 7 Sinte, + coste, (25.8) 


4 Fes, 00-7, 6 ,)， 根 据 (25.7) 与 (25.8) 得 
lim (s, 6) -0 (25,9) 


THüE BE (25, 32 的 方法 完全 
一 样 ， 可 证 明 3F/3s = 0. 
故 运 用 (25.9) 可 导出 
F(s, 89 =0。 因 此 在 0 一 
sS<5，0 委 0.<2r 的 范围 
A, (s, 0 为 测 地 坐标 。 
此 测 地 坐标 叫做 以 点 P 为 
中 心 的 测 地 极 坐 标 。 整理 
一 下 ， 可 以 叙述 如 次 。 
HFM, 89 上 各 点 
P, REA P HESA E 
RO, 则 在 0 一 {PP}) 里 存在 
以 了 为 中 心 的 测 地 极 坐 标 (Cr, 9, (0—r—5, 0-9—2:), REA > 
代替 了 s*。 关 于 测 地 极 坐标 (r,8) ， 线 素 变 为 
ds? =dr? + G(r, a: (25.10) 


(与 (235.5) 相 同 ) 。 

《注意 》 测 地 极 坐 标 (r， 外 在 r =0 的 地 点 不 是 二 维 流 形 及 的 
局 部 坐标 。 

例 25.1 (D 把 E? 君 做 黎 曼 空 间 时 ,在 平面 E? 上 普通 含义 下 
的 极 坐标 (r，6) 是 以 原点 0 为 中 心 的 测 地 极 坐标 ,在 REA E*- (0) 
上 有 定义 ， 如 所 周知 其 线 素 是 

ds? — dr?  r?d0* 


5.13 
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(2) TEE? 里 半径 为 4 的 球面 5? 以 


x = acosf sin - 


Aet Qr (070) 
y = asin sin — — (ccr na) 
z = acos —— 

a 


XR, MWA P (0,0,0) 为 中 心 的 测 
地 极 坐 标 可 定义 在 S?-(P, Q} 
O 为 己 的 对 径 点 ) 内 。 这 时 ， 线 素 图 5.14 
可 由 下 式 决 定 


ds? =dx? +dy? +dz?, ^. ds*=dr?+ a? sin? — d82 


RER  UR4k CHERRECIBDEGREGPSAMOBS,.IEXXUP 
为 中 心 的 测 地 极 坐标 (r，9)。 任 意 取 0O 内 的 点 @。 当 QP 时 , XO 
的 测 地 极 坐 标 为 (r，8) ， 令 

x!(Q)-rcosÜ, x'(Q) =rsing 
S Qg-Pm, $ 
x!(P)=0, x'(P)-0 

这 样 ， 在 0 内 导入 坐标 系 (x*!，%?*)。 此 坐标 系 叫 做 以 了 为 中 心 的 法 
堡 标 。 但 如 下 所 示 ， 一 次 方程 (25,11) 是 通过 点 了 的 测 地 线 。 运 用 这 
个 事实 ， 可 以 证 明 (x!, x?) 在 0 内 是 局 部 坐标 ， 但 其 证 明 从 略 ， 

关于 法 坐标 (O7. x7) 、 显 然 ， 通 过 其 中 心 P 的 测 地 线 可 用 一 次 
方程 . 

xt =a's, x? -a?s, ((a!)* £ (a?)? =1) (25,11) 

Em. RP s 79 4880 2522 (25.110 的 弧 长 。 将 一 次 方程 (25.11) 代 入 测 
-地 线 的 方程 (24.6) 里 ， 则 


MED (25,12) 
成 立 。 用 s ER (25.120 的 两 边 ， 取 极限 s—-0, 得 
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fi] atai =0, y 1d. =0 (25.13) 


《 因 (a'，a?) 可 任意 选择 》。 即 以 P 为 中 心 的 法 坐标 是 以 P 了 为 中 心 的 
测 地 坐标 系 RS 22 (p.158) 的 一 种 
定理 5.12 关于 以 点 P 了 为 中 心 的 测 地 极 坐 标 (r，9)， AXE 
ds? -dr? c G(r, 0)d0? 


mH JG, 9) -r-A-KO»ri + RC ,0) (25.14) 
AP KCOPOGXARBESE K YEA PRESB. [HN 

lim FC, 9 -0 

r0 r 


《证 明 〉 设 以 点 了 为 中 心 的 法 坐标 为 (x*:!。%?*)， 则 
XI=Trcos0，x2=rsinb 

设 在 法 坐标 (%!，%*?) 下 ,度量 张 量 的 分 量 为 &11 = EEE FP 

Z2:= G, 则 由 Zu 的 变换 规律 可 见 ， ' 


c-E( a) rA ute) 


MA G=r?(E sin?0—27F sinÜcos0 4 G cos?8) (25.15) 
然而 在 点 了 P， 切 向 量 e 与 es 是 正 交 的 单位 向 量 ， 关 于 法 坐标 ox, 
xi), e, 与 e, 分 别 具 有 分 量 (1，0) 与 (0，1)。 所 以 在 点 P 

E-G-1, F=0 (25.16) 
义 因 以 为 中 心 的 法 坐标 是 以 了 为 中 心 的 测 地 坐标 ,所 以 (25.13》 
成 立 。 然 而 (25.13) 与 
(95), 


等 价 〈 参 照 (11.16)) . HEAP 
2E. 2E OF 9F Tu 2G - (25.17) 


A358 (25.15), (25.160 01. (25,17) 8] 
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HimwG -0, lim -VE =1 (25.18) 


r0 


再 将 (25.6) 及 其 两 边 微 分 后 得 到 的 方程 改写 之 得 


VE VE - _gêəêvG_ə3K ~ 
ar? - KVG, ar E ar YC 


在 这 里 运用 (25.18) 得 
， 一 
lim? v =0, lim ? C --K(P) (25.19 


7 一 1 r-<0 0 


后 运用 (25.18) 与 (25， p ) 得 


一 一 一 一 9? 
VG =(v G)p+t -2Y€) 二 ( ME), 
ne VG rs+R(r, eri Kee 0) 
6 9r? Jp 
[B lim Rt, 0)/r? 20 GEHE) 
ZEN ”关于 测 地 极 坐 标 (>，9)， 由 方程 
r-à (270) 
表示 的 闭 曲线 叫做 半径 为 ea R 


BE 设 4 充分 小 )， 
运用 公式 (25,14) 可 见 ， 此 2- 
黎 曼 加 的 周 长 La) 可 用 下 式 求 [NN 


得 。 
PE: _ —— 
L(o) - f, v GG S0) dà 


= 27rQ 一 -* K(P)a? 
3 图 5.15 
+ (a?) (25,20) 


但 o(a?)/a*—0 (a0), 
此 黎 曼 圆 内 部 的 面积 4(c) 可 用 下 式 求 得 。 


A(a) -| | vie atar = no! -© K(P)a* + oca*) (25.21) 
oJ 0 
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但 o(a*)/a*—0, (8—0). 
于 是 运用 (25.20) 与 (25.21)， 分 别 可 得 下 列 公 式 。 


ax 0 Keep i (euim) 
(25.22) 


K(P) =tim 12( xa’ — Ala) 
eco X a* 


但 L(a) 5 4(2) 4: BUJEUI P Jg tto, FEA a 的 黎 曼 圆 的 周 长 以 及 其 
内 部 的 面积 。(25.22)》 指出 曲率 玉 的 一 种 意义 ， 

短程 线 ”首先 指出 下 列 定理 成 立 。 

定理 5.13 在 二 维 黎 曼 空间 上 ， 取 充 分 邻近 两 点 P，Q@ EZ 
义 了 以 了 为 中 心 的 测 地 极 坐 标的 邻 域 内 取 Q》。 这 时 ， 连 结 了 与 的 
所 有 正则 曲线 中 弧 长 最 小 的 即 短程 线 D 只 有 一 个 ， 这 就 是 测 地 线 。 

《证 明 ? 了 以 屯 为 中 心 的 测 地 极 坐 标 (r， 昌 。 这 时 设 O 的 坐标 为 
Cr。。9,)。 其 次 任意 取 连 结 P 与 @ 的 正则 曲线 c:[a 02M, UE 
尼 =c(ao)，@=e()。 在 这 里 考虑 两 种 情况 ， 并 加 以 证 明 。 

(i) c 在 黎 曼 圆 r-r, 的 内 部 的 情况 ， 这 时 ，% 的 长 可 由 


nos fy CIE) «eem (Y a 


KE 5.16 


1) 这 里 所 说 短程 线 的 定义 与 测 地 线 不 同 。《 译 者 注 ) 
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了 决定。 但 设 e 的 局 部 表示 为 r-r(), 9-80), (at, HAC 
0 ， 所 以 当 000 不 是 常数 时 


Lo») > a farr, 
然 因 ， 由 方程 9=9。 定义 的 测 地 线 上 的 弧 PO 之 长 为 r,, 故 此 测 地 线 
uam PQ 是 连结 P 与 0 的 唯一 条 短程 线 。 
di) 当 曲 线 e 的 一 部 分 在 黎 曼 圆 之 外 的 情况 。 设 曲线 e 与 黎 曼 
B d53.—^A4- 3c 08 Q'Cr,, 9, EP SS Q^ Ece ORA T, MAG 
E B3 EJ A 


LEET, 

然而 ， 显 然 LO LOO, WẸ LO>r. TESISI 所 述 相同 
的 结论 ， O GEK) 

定理 5.14 一 维 黎 曼 空间 (有 M，g) 上 两 点 P,，P。 以 各 种 正则 曲 
线 连结 之 ， 其 中 弧 长 最 短 者 即 短程 线 为 测 地 线 。 

《证 明 〉 i2 c, Ce, b) >M, (c(a) = P,, ce) - P, Et P, 与 
P, HEBR. We Et P-c(O. RIPRO, UT 其 中 可 定义 
以 P 为 中 心 的 测 地 极 坐标 ， 设 “ ERIM PSP. (P.。=c(t-s)， 
P.=cd+s)，s>0) 在 0 内 . 再 用 c. 表示 弧 PP. Xi, RRM 
明 c, HEAPS P, 的 
短程 线 。 如 假设 ce 不 
是 连结 P 与 P。 的 短程 
线 ， 则 存在 连结 P 与 P。 
BET. 使 得 
Z (TD)<Z(c)。 故 存 图 5.17 
在 570 满足 L(To-25cL(e).j4E e EX T. RE cs 而 得 的 曲 
RAT, WI PER P 5 P 不 具备 C" 性 。 但 在 点 已 与 P. 的 附近 修整 
T, 的 一 部 分 使 之 光滑 ， 作 成 正则 C^ 曲线 T. 可 使 

L(T,)*óxcL(c) Bj L(Q'-«L(o) 

iem: KAE, BGORCEGERBUEBGE, c 是 连结 已 ， 与 P. Wa 
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程 线 之 页 。 故 c* 是 连结 了 与 P. 的 短程 线 。 然 因 P, EWRO pg, JR 
据 定 理 5.13, c. 是 测 地 线 。 同 理 设 曲 线 “ 上 的 红 P .P Jes, Wc. 
也 是 测 地 线 ， 又 因 在 点 P，c-。 与 cQ 有 相同 的 切线 、 所 以 < 上 的 子 弧 
PPP, 是 测 地 线 。 以 上 事实 说 明 ， 对 于 曲线 < LER APOP, 
P,)， 包 含 P 的 c 的 某 个 子 弧 是 测 地 线 . 改 c. 自 己 是 测 地 线 。 (证 毕 ) 
《注意 》 一 般 地 说 、 定 理 5.13 与 5.14 fr n 维 黎 曼 空间 里 也 成 
AL. 
距离 ”对 于 二 维 黎 受 空 间 ( 训 ，8) 的 任意 两 点 了 P，0Q, $ 
d(P, Q) -z.l.b,Ltoc) . 
但 设 在 连结 P,Q 的 正则 碧 线 < 的 全 体 中 有 gll. b, 者 .此 dCOP, Q) 
有 下 列 性 质 ， 对 于 歼 革 的 任意 点 卫 ，O@，R， 
(i) cdP，O)=dO，P) 
(Cii) d(P, R) xd(CP, Qo «d(Q, R) (25,23) 
(ii) d(P, Q»;»0; d«P, Qo «0«&— P =Q 
《证 明 〉 (i 让) 与 (ii) 可 用 与 例 8.1 同样 证 法 证 明 。 
Qi 让 ) 的 证 明 。 如 了 =Q， 显 然 4CP，Q@) = 0。 如 当 4(P，0Q) = 0 但， 
设 PsC。 首先 ， 能够 在 包含 P 的 某 坐标 邻 域 0 内 取 测 地 极 坐 标 ， 而 
上 且 设 0 在 0 里 ,如 PQ, 设 0(76,00), 则 7, 这 0。 然 而 ,由 定理 5.13 
知 2(P,Q) = r,>>0。 这 各 4(P,@) = 0 矛盾 . 故 在 这 种 情况 下 ，P = 0@. 
其 次 ; . 设 人 未 包含 于 0O， 设 在 以 P 为 中 心 的 黎 曼 加 r= re 之 外 侧 ， 
则 连结 与 8 的 任意 正则 曲线 与 黎 曼 圆 "=7。 相交 ， 故 LOT, 
于 是 得 dP, Qoo g.l b. LC) mr 0 ， 这 和 假设 CCP，C) =0 F 
BE. At yT P =Q. | 《证 毕 》 
(25.23) HH d(OP, Q) ZM ERRER KZ. Ud HEBA 
数 的 距离 空间 (以 ，d) 与 流 形 村 有 相同 的 拓扑 (证 明 略 。 但 事实 不 难 理 
解 ) 。 因此， 二 维 黎 曼 空 间 ( 以 ，8) 与 距离 空间 (以 ，g) 在 拓扑 上 可 等 
辣 起 来 。 当 此 距离 空间 (，4d) 是 完备 时 ， 就 说 歼 曼 空间 (及 ,g) 是 完 
备 的 。 对 (以 ，g) 的 任意 两 点 了 P,Q, 存在 实数 a 使 得 4(P,8)<a 时 ， 
HM, HRABRO. BA, THRE. 
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如 果 二 维 黎 曼 空 间 有 界 而 且 完 备 ， 那 未 (村 ，8) 是 紧 致 的 。 
MOM, g) 紧 致 时 ， 
D= max d(P, Q) 
P.Q€M 
mide ZAM, D) 的 直径 。 
到 目前 为 止 关 于 距离 的 叙述 ， 对 于 n 维 黎 易 空 间 也 照样 成 立 。 


$26 W AERE 


ATZ ERSEM, g) 的 坐标 邻 域 O 内 的 坐标 系 U), dE 
u 曲线 与 曲线 正 交 。 又 设 正则 浊 线 co ME :为 其 参数 ) 在 其 各 - 
点 ce(3) 与 4 曲线 的 夹 角 为 065), RU e 的 曲率 « 由 下 列 公式 而 定 。 


do . 
AX k= 510089 x, sin (26.1) 


. AIP kK, 与 *; 分 别 为 4 曲线 与 ? 曲线 


的 曲率 。 
《证 明 〉 在 坐标 邻 域 O 内 令 


x3 a/li àv] 


| ðu 
在 各 点 el 5e 是 互相 正 交 的 单位 向 

. Ke, 5e, 限制 在 c 上 考虑 ， 设 
c 的 局 部 表示 为 4W=4(s)，。 v=v (s), 
9e, $e, du $e, dv 


则 ds du ås ^ de ds 图 5.18 

Xm 9e,/du 与 de, /do 分 别 表示 沿 着 4 曲线 与 2 曲线 e, 的 共 变 微 
分 。 其 次 设 “ 曲线 与 " 曲线 的 外 长 分 别 为 5, 与 5,, D i u hR v 
曲线 ， 下 式 成 立 。 


$e, | ðe, ds, $e, be, ds, 
du ds, du^ do (ds, de 


M 


$e, | be, ds, du + dei ds; "de 
ds ds, du ds ds, dv ds. 


(26.2) 
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根据 假设 


c = cose , + sipge， ; ' (26,3) 
显然 
9 — ds, 3 _ ds, ， 
(Qu du ? æ "d. 
,. du 3 əv ə du ds, dv ds, 
* C! -一 一 


ds Pu” ds e" ds - du “Tas d 


_ ds, du img- ds2 de 
cos? = ds ? sint iv ds (26. 4) 

故 由 (26.2) 可 见 ， 下 式 成 立 。 

õe, be, 1 Sing 

"ds ^ gs cos i ; Sin (26.5) 
辣 理 下 式 成 立 . 

Se, 5e, gp Ses : 0 | - 

ds "ds, OS + gs, sin (26.6) 


TEGO D, (26.0, GS.DSUL, MA c KERA k EY 


k = 有 cyey = -2 (coste, + Sin 0e, ) 


2 do 
04 ds 


——R. 


式 中 
n = — Sine, + cos0e, 
BIB e NARHARE, BERRE A K ERUR OA, DB GR e 的 上 
率 x 为 
X —(n, k) 
XHBl e, 与 e, 是 单位 向 量 场 ， 故 


(e «(s «(e G eao 
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«= (n, k) =(e, ae eost + (ss, = Jeos*? sin? 


(rs Sr ntot-(ns Ses) in AE 
AR MAGAR «, 5o 曲线 的 曲率 k 分别 为 


«t Ta "CES ) «(x J=- x 


故 将 这 些 式 子 代入 上 式 可 得 下 式 。 
«e 5. e cosd v, sinb CEE) 


公式 (26.1) 可 以 改写 如 下 ; 


dð y? —f du X — dv 
x=( -9 ) ev E tv G -iy (26,7) 


式 中 运用 了 E=()*, r-o, e- (T YURD. 

定理 5.15 ERO 设 在 平面 上 有 与 开 圆 盘 同 胚 的 开 域 六 ， 其 边 
Hk 3D 为 闭 的 D” 曲线 c. du HORE P, QEDER Ch UH, dE 
D -DUoD 是 连续 的 ， 那 末 


[eire HL Orem ce 
式 中 设 s vo) WERL AA GB bs, e 的 参数 表示 为 =u), 


v-v(t), 

《证 明 〉 格 。 请 参考 微 积分 的 书 。 

引 理 5.16 在 二 维 歼 曼 空间 ( 太 ， DRAR O BRIR D, 
设 娓 与 平面 上 的 开 圆 盘 同 胚 并 设 边缘 9D 是 财 的 D* 曲线 e, 在 公 
式 〈26.1) 即 (26.7) 成 立 的 状态 下 ，， 


f.xds= f d0- ff Kdo, | dom deum) dude (36.9) 


《证 明 〉 在 公式 (26,1)，(26.7) 的 证 明 中 所 作 的 假设 卡 来 考虑 ， 


— 186 一 


并 且 使 用 相同 的 符号 。 因为 在 坐标 邻 域 O 里 ， 坐 标 曲线 正 交 ， 运 用 
[问题 12.2) 的 结 得 下 式 。 


K 一 A eve, «Ode / ae E 
fibi TAA GS 和 
«2.09. 1 Æ du 1 9C dv 


ds 2/EG aw ds "BÀ EG 3u d; 
故 运用 上 述 定 理 5.15 得 


f «s- f a0 ff C2 Ww E a A) 
tav EO ap) 

-J offre C 
Mark Ge 


fa ff l A 
) 


再 运用 例 13.1 的 (13.17) HG 
Í. «ds = f 45- ff Kao (证 毕 ) 
在 引 理 5.16 的 假设 下 ， 下 列 等 
Xr. 
| a+ 5 a=2r (26.10 


IE a, Qz, | :分别 是 c=3D 的 顶点 
P, P, … 处 的 外 和 角 。 显然 此 关系 对 | 
殉 氏 平面 的 图 形成 立 。 然 而 这 种 关系 可 用 拓 站 学 证 明 ; kike 


5.19 
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”表示 DD 的 方向 的 坐标 系 (a= 1,… ,5). 


闻 里 也 成 立 。 但 略 去 其 详细 证 明 。 运 用 上 述 公式 (26.10) 与 《26. 9)， 
立即 可 证 下 列 引 理 。 Z 
引 理 5.17 在 引 理 5.16 的 假设 下 


f PM ff, Kdo = m- Xl, (26,11) 


定理 5.18 ORE. 基尼 ) GLERGIHOLO HIRD S 
平面 上 的 圆 盘 间 胚 ,其 边缘 9D 是 闭 的 D 曲线 c. 再 设 刀 有 向 .这 时 ， 


| kds + [Í Kdo = 22 - La. (26.12) 
c p 


XU e, 0, … 分 别 是 c 的 顶点 P, 
P,，… 处 的 外 角 。 

《证 明 〉 将 刀 训 分 成 有 限 个 域 九 ,， 
D,,…, D., 使 得 各 D. 包含 于 坐标 邻 域 
0。, 这 时 ,可 使 D。 满足 引 理 5.16 的 条 件 

(a=1，…，s) 。 此 外 ， 在 各 OO. 里 到 


这 样 一 来 ，(26,11) 对 于 各 Da Er. 将 
此 :个 关系 式 边 边 相 加 ,可 得 (26.12)。 
GER) 


油 地 三 角形 ”在 二 维 黎 曼 空间 里 。 
当 三 条 测 地 线 的 弧 PL P,, P,b,, P,P 
作成 闭 的 D* 曲线 c, 当 ec 所 包围 的 域 刀 
与 平面 上 的 开 贺 盘 同 胚 时 ， 此 图 形 就 叫 
做 测 地 三 角形 PP,P，. 

定理 5.19 -ARS Z jH, 
测 地 三 角形 PLP.P, HAAB, BaB 
图 5.21 之 和 


B, +B, eB, 7 x ff Keo (26,13) 
式 中 局 表示 测 地 三 角形 P,P,P, KAR. 
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《证 明 》 因为 测 地 三 角形 PP:P: 的 各 边 是 测 地 线 、 所 以 其 曲率 
k = 0。 又 因 各 顶点 处 的 外 角 为 a, x-B,, a, -x-B,, a, »x-B,, 
故 由 定理 5.18 可 得 (26.13). 

《注意 》 设 (人 ，8) 的 曲率 为 ， 测 地 三 角形 的 内 角 之 和 有 下 列 
tm. 

Ci) WRAAE K0, MWK B4B. 4B. 

Gi) 如 果 到 处 天 <0， 那 末 b+ps+ps<r 

ii) 如 果 到 处 到 =0， 那 未 Bi;+Bs+Bs = 

【问题 26.1) 在 半径 为 o 的 球面 5: (a) 上 ， 测 地 三 角形 P,P,P， 
的 内 角 Pis Bos Ba 之 和 B+R: +R atA, 式 中 4 是 测 地 三 角 
形 P 了 ,P,P。 内 部 的 面积 (在 S:(c) 上 ， 测 地 线 为 大 贺 弧 》。 试 证 明 
之 《运用 天 =17Ve2) 


$27. 二 维 常 曲率 空间 非 欧 平面 


设 二 维 黎 曼 空间 (M，&8) 为 常 曲率 空间 ， 由 (23.20) 与 (23.21) 可 
A. OM, © 的 曲率 下 为 常数 。 还 设 ( 姥 ，g) 为 二 维 常 曲率 空间 ， 则 
由 (25.10) 可 见 关 于 以 陵 的 各 点 为 中 心 的 测 地 极 坐标 ("7，9)， 线 素 为 

ds? 2dr? c G(r, 0)d0* 

根据 {25.6) 得 微分 方程 

SE, Kv/G-0 (KK = 为 常数 ) (27.0 
而 三 满足 初始 条件 

lim ~C -0, fim( 556-)-i (27.2) 
(参照 (25.18) 。 再 把 天 分 为 下 述 的 三 种 情况 . 
CI) 当 玉 >0 时 ， 解 (27.1)， 得 通 解 

vV G - 4(0) cosy Kr * B( sin//Kr 

将 初始 条 件 人 27.2) 代 入 此 式 得 
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2 E VC = TE sin VKT ' (27,3): 
(EL) 当头 <0 Bj, HAS 
VĒ =p sinhv Rr (27.4) 
(UD 3:$K-9 时 ， 同 理 得 
VG=r o (27.5) 


将 上 述 事实 整理 一 下 得 下 列 定理 。 
O 定理 5.20 设 二 纵 常 曲率 空间 (型 ,8) 的 曲率 为 K(K 为 常数 )， 
英 于 以 槛 的 各 点 为 市 心 的 测 地 被 坐 标 (>， 的 ， 其 线 素 ds? 为 


CI) "i K>0 gh, ds? dri + — sin? / Krat: 


(IO. 5 K—0 8j, ds? sdr? + (KT sinh? Y [K | rd?' 


(HD CH K=0 n, ds -dr?r?d0? 

【问题 27.1). ULP E ECARREUBRUERION, D. (OM. DH 
Jab HRIEK. GENE CUHBUM 10755 SERLO SM 3782 7900, 
则 存在 映射 nh:0-> O0, p Rii WIE RAERENEASI. REZ., 

回转 面 在 回转 面 果 求 常 曲 率 空间 者 ,将 xz 平面 上 的 曲线 == 
1(*) 绕 z 轴 同 转 之 而 得 的 回转 面 的 方程 为 l 

x-ucosÜ, y=usinb, z-f(u) 
Ru, OHAR. it EHH RRJ 
ds? = (1 + f'(u) jdu? +u’ d? 
BRESÓHQ, 9), B 
r= {IFFY du, 0-9 
将 线 素 用 (r，b) 表 示 之 ， 得 | 
ds! =dr? + Gd02, G - G(u) =u? (27,7) 
如 果 此 回转 面 $ 为 常 曲率 空间 ， 以 推导 (27.3) 与 (27.4) 的 相 


(27,6) 
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同方 法 可 得 


(i) XK--l-a | Go xsk--loa 
则 
JG -bcos totesin- | VG =bere+cere (27,8) 
再 由 (27.6) 与 (27.7)? 可 见 
u-c/G 
— Ju 
nos sff ic (35 e 
故 将 (27.8) 代 入 上 式 可 见 ， 此 回转 面 $ 
CGD Gk iom. JR xx 平面 上 的 曲线 
r » r 
x = bcos—- + ¢ sin — 
a a 


(27.9) 


z= +fy 1- (bsin T+ ccos Z-Y dr 


fe z 轴 回 转 而 得 3 
Gi) ZK-- . 将 xz 平面 上 的 曲线 
x -be'/94ce77/? 
à 
g 
z= + [fi- -hbe be" — ce" ra)2 dr 
£e z 办 回转 而 得 。 4 mE E 
如 果 令 
6=0, =a 


$ 
-i 


Q7.10) ^? 
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(i) Mk lo | Gi) 当下 = 一 上 时 


a? 
(27,90 ÆJ (27.10) 26 3g 
x - asin 7 | x = ge" 
a 
z= tacos 7 +d | z= + |V ie area 
此 曲线 为 
半径 4 的 圆 | LEE 
此 回转 面 为 
半径 a 的 球面 | DEG ah ARE 


伪 球 面 的 略图 如 图 5.22 所 示 。 些 伪 球 面 在 xy 平面 上 有 奇 点 。 
《注意 》 在 (27.9) 与 (27,10) 
里 ， 给 常数 8 与 c 以 各 种 值 ， 可 得 各 
式 各 样 的 常 曲率 空间 的 回转 面 ,然而 ， 


人 们 知道 当 玉 = -与 <0 时 ， 不 存 


a? 


在 完备 的 回转 面 。 当 玉 = -二 _>0 时 ， 


a? 
完备 的 回转 面 只 有 球面 。 
还 有 ， 的 球 的 线索 为 
ds? sdr* + a?e“? "dÂ? 
T . 
ds? = (ae7"*) (3 e" ar? + ae] 5,22 


再 将 局 部 坐标 按 
£=0, .人 = ee 
JG, DÆ, 00, BL DSER DECR HH 
ds? = a* (d£? + dn?) 


27.11 
5 (27.11) 
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而 定 。 
双 曲 平面 在 xy um ey - (Gc, y)]y20)8, io 
定义 线索 为 l | ' 


2 2 P! 
ds? =$ (dz ydy 》， (a 是 常数 ) (27.12) 


而 定义 二 维 黎 曼 空 间 (M，8&g)， 比 较 (27.10 5 (27.12) "ATA 
实 ， 此 (好 ，8) 为 以 有 =-1/ 为 负 常 曲率 的 常 曲率 空间 。 SR 
OM, exu XXHBSEH, 令 ul-x,utzy, Wc ' 


ME adn 
, T loj dà => H y 
故 在 双 曲 平 而 里 ， 测 地 线 的 微分 方程 为 
2xy o 
yY 


x" 一 
y 


得 取 了 缴 长 * 为 参数 。 其 次 ， 求 (27.13) 的 解 。 
从 (27.13) 的 第 一 式 与 第 二 式 分 别 可 得 


72 ., r2 | i 
yt 7X. ug (27.13) 


将 上 列 第 一 式 代入 第 二 式 可 得 


reme 


和 b= 常数) - (27.15) 
-首先 ， 从 (27. LO 的 第 一 式 可 见 ， 如 果 “=0， ARER ， p 
x= = 常数 : 


TERENA HD. | ul 
Era eO, 则 从 《27.14) 的 第 一 式 与 (27.15) 得 


dh bes (mode) 


i 


x+y2 一 -2 5=d 《= 常数 ) 


HE xy 平面 上 ， 贺 心 在 xx 轴 上 的 圆 
(x-a)? +y? =B, y 0 

为 测 地 线 。 

整理 之 可 得 以 下 素 实 ， 双 曲 平 面 (M，g) 的 测 地 线 为 

* 二 常数 或 (x—0).y?-pt 

即 在 双 曲 平面 上 ， 测 地 线 为 (普通 
欧 氏 平面 上 的 ) 与 Y 轴 垂直 的 直 
线 ， 或 与 * 办 垂直 的 圆 ( 如 图 5.23 
BR. 

如 果 人 们 规定 双 曲 平面 (M ,8) 
上 的 测 地 线 c:(- o0, oo)-- M m 
做 直线 ， 则 若 二 直线 相交 ， 就 只 交 
于 一 点 。 再 规定 不 相交 二 直线 就 叫做 平行 ， 则 得 通过 不 在 一 直线 ! 上 
的 一 点 ， 与 ! 平行 的 直线 有 无 限 多 条 。 故 在 双 昌 平面 上 欧 几 里 得 平行 
线 公理 不 成 立 。 在 这 样 含义 下 ， 双 曲 平面 叫做 双 曲 非 欧 平面 。 

BBCEEDP ”在 半径 为 a 的 球面 S:*(e) 上 , 测 地 线 为 大 圆 .在 Sa) 
上 把 互 为 对 径 点 的 两 点 看 成 一 个 , 便 得 射影 平面 P:(e) ， 可 定义 
z,S'(a)--P*(a) 如 例 17.2. 如 在 例 17.2 
记述， 将 5*《a) 的 半球 面 的 边界 c 上 的 对 
径 点 看 成 一 个 ,可 得 Pla), EPR, 
取 如 图 5.24 的 邻 域 O， 则 O 也 可 看 做 
$?(a) 上 的 邻 域 。 故 在 P(e) 上 可 定义 黎 
SEU 8 与 球面 $*(a) 具 有 相同 线 案 。 于 
是 考虑 二 维 歼 曼 空间 (Pla), g) nik 

图 5.2 EFE. 显 然 ， 此 椭 辕 平面 是 正 曲 率 

K-1/a* 的 常 曲率 空间 。(P:(g)，8) 的 测 地 线 是 球面 S: (4) 上 的 大 区 
在 7:S:(e)->P:(a) 下 的 象 , 它 是 闭 赐 线 ， 而 且 其 长 为 ral = 2212/2). 


图 5.23 
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如 规定 (Pila), 8) 上 的 测 地 线 叫 做 直线 ， 划 二 直线 必 交 于 一 点 。 故 
通过 不 在 直线 1 上 的 一 点 P、 并 不 存在 与 1 平行 (与 1 不 相交 ) 的 直 
线 。 在 这 种 含义 下 ， 在 (P?(a)，g) 里 ， 欧 几 里 得 的 平行 线 公理 不 成 
立 。 于 是 ， 歼 曼 空 间 (P?(a)，g) 叫 做 椭 贺 非 欧 平面 . 


$28 映射 ”等 距 映 射 


HMHN ERE, NATARE. 又 设 给 定 连 续 映 射 p:MM>N， | 
MHARIS, NHAI. EERIE {0 ,9,0} 与 多 的 元 {U， 
4，D0}, 再 设 口 里 的 局 部 坐标 为 (51,…，x?)，O 里 的 局 部 坐标 为 (71， 
c» YO. EHE eCOOn OE, =I, pl 

9,97 (0)n0—e(0)nO, P:P (D nU SU»nU 
用 0 与 0 的 局 部 坐标 来 表示 此 映射 审 时 得 

Y =y E, eey x9, (a-1, "s F) (28,1) 
假设 右边 的 函数 y*(x!, "5 me e BA. Xij, p: M—N m 
做 C" RRi. (28. Di q F 0 50 rg i ER, 


pO) NOs 1 NUCR: 


9 | | |s 
e«(0)no-* HU NTCR: 

M :及 一 WW 为 同 胚 映射 ， 而 且 9$ 与 e! RE C" ky qom] 
JA 989 TIBR BR dM. (differentiable heomeomorphism) ， 这 时 说 流 形 
M 9E N TRAY ISLBR. RDRAM 5 N 的 维 数 丰 等 。 

微分 映射 UE o. MN 7S C^ 映射。 任意 取 天 上 一 点 已 以 及 下 
处 的 切 向 量 4。 在 点 S CP) EN OE Ah 

Aj-A(- (28.2) 

定义 ， 但 了 为 W 上 的 任意 C" [p 
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【问题 28.1】 如 果 为 上 的 CN, v. ‚MNJ C Ri 
那 末 证 明 fe AMLKC 函数 。 

【问题 28.21 WEH LRS. 2) 能 够 定义 点 PP) AAEN BS. 
UB A. m 

如 果 根 据 (28.2) 定 义 对 应 4 1-> 4， 则 由 此 定义 线性 映射 

qs:Tp(M)—>T, cp) N) (28.3) 

《q*(4) = 40. 此 e? 叫做 9 在 点 P 处 的 微分 映射 .微分 映射 9* 是 
线性 映射 。 i 

【问题 `28.3] 试 证 上 述 微分 映射 (28.3) 是 线性 映射 o. 

关于 TpCM) 的 基底 {C3/3%!1)p，…，(3/3%")p} 与 To cp) C) 的 基 
底 {(3/3y Do ip, tes (AIF Ja tp) }， AVERA q*: v1 矩阵 表示 之 ， 
则 和 矩阵 表示 为 UO 


(NY lal =s P) 


式 中 yat, es 各) 是 (28.1) 右 按 的 函数 。 故 


如 果 4 - A33), 那 末 eco ={ (3 A asses | 
(28,4) 


RER e£OD 的 分 量 的 公式 。 

【问题 28.4] 试 证 上 述 (28.4)。 . 

当 dim <dimN, WF C” 映射 p:iM-—N, 如 果 对 于 村 的 各 点 
P, 9fTPSUP) T. (NN) 是 在 Too» CV) 中 的 同 梅 映射， HEX e mj 
做 正则 映射 ， 对 于 正则 映射 9: MN 的 局 部 表示 (28. D， 矩阵 


(25 M dete uc ue asl, ^ F) - QR . 
的 秩 在 9 CO7n 0 的 各 点 等 于 < “gimt, | (c 
如 果 dimM -dimN = n, Nu 映射 9: MANERE, 那 未 9 的 


BARR of 是 从 ToO SEPT Sc (NV) 上 的 同 构 映射 。 这 时 , (28. D 
XÉIEBHABEE, XIF q:iM —N m4 eyes dit 4 Te EE B AM. - 
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der M —N Jed IRIBEBRAT, NDA e ERBAS. EI. 
如 果 eM -—N  eERLIETU ELE EI B8 0C TRUE BE e X032 RIED 
映射 与 共 变 张 量 设 DORSET M E MSESUE SEES 
EIF. (M LEUIXCOBENX, Y, Z, 4 
W(X, Y, ZW. GfOO, of0),99*(2)) 
(28.6) 
但 定义 瑟 。 mF: 对 于 入 上 的 任意 向 BUZ X, Y, Z, 


Po ip) CX, i) , Yop) , Zoip)) -F(x, Y, Z). 


设 对 应 PaWOX, Y, 25) 
决定 的 于 上 的 C" IEEE GO, Y, Z), WEN 
(X, Y, 2) WF (X, Y, Z) (28.7) 


yd. Neck: 397428 44)/ 2:3 N3' 2-955: 3 tZP 
以 
W o, 

表示 之 。 

【问题 28.5] 试 证 由 上 述 (28.6) 5 (28. 0 E XLI EMERE 
阶 共 变 张 量 场 。 

同 理 ， 对 于 必 上 的 任意 p HEEK, TUZEM b p Bt 
共 变 张 量 场 PF -o, V, 

EN 上 的 三 阶 共 变 张 量 场 正在 坐标 邻 域 O 里 的 分 量 为 柬 *ps， 则 
F -o.W £o ONO EKSE Vj; Hi 

Fasth 2975 Fep) — (28.5 

而 定 。 但 设 y = yat, 8, x) 9 8959 X78 (28,1). 

【问题 28.63) 试 证 上 述 (28.8) 。 

喘 射 与 微分 形式 ”因为 微分 浓 式 是 共 变 张 量 场 ， 所 以 对 于 C^ gk 
对 qiM-eN, IEEXIZGE oC AP(N), HER e,o€ AM) , 由 此 而 
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决定 映射 
qu: AP (CN) AP (M) 


《注意 》 运 用 上 述 (28.8)， 可 见 下 列 事实 。 当 @ 的 局 部 表示 为 
o= 2 Quos (Cr d yr AdyP A dy* 


Y, 


B, Re — ^ 
y= yalti, e A0»), dyss 3 da 


代入 上 式 的 右边 可 得 @ = pnw 的 局 部 表示 。 

BA., THARA. 

Pl - 1) = pe + Pa (5, & CAP(N)) 

Pal fE) = (o, e.) (FEAN), ec A*(N)) (28.9) 

QaCO AX) = (94,0) A9, Cr) (GCA?*C(N), mc AND) 
但 于 式 中 令 pef = fv. 

对 于 入 上 的 C" 函数 f，4df 为 一 次 微分 形式 ， 其 分 量 为 (37/ay: > 
,9/9yY)。 故 由 (28.8) 可 见 ，9 = o, (Lf 的 分 量 为 


-ay” 9f ug- Ife dpef 

9xi 9y° 9x! 9x! 

故 =d. Bib, FEAR. 
PedF) =d (Paf), (FEAN) ^. (28.10 


aE FAN AEEA y? 
Pady 2d(g, 9) = 2 9. ay s di Ae ~ Q28.1D 
式 中 8y"/ax: RE (28, Diti 3 y* (x, envy XN) 的 偏 导 函数 。 


设 和 上 的 一 次 微分 形式 @ 的 局 部 表示 为 = Payo Xit = 90 
的 局 部 表示 为 @ = oudat, 则 由 (28. SA, TAS. ed 


A LEM : ` m 
— 105 GRUA HERIR O. o De oo 
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d(q,0) = do = do; Adx: -4( 3 (Bat p) Ada" 


= atys Dao i i aye = o i 
= D gra. pdx! ^dxí + axi d(àQ4»9) Adx 


-04 au (Pal) Adx! = (Pala) A (ead y?) 


二 中 (do, Adye) = Pdo) 


d(q,0) = qe. Cdo) (28.12) 
同 理 ， 一 般 地 说 下 列 公式 成 立 :， ATER oc AN) 
dpp D) = q, (do? (28.13) 


等 下 映射”， 有 两 个 黎 曼 空间 (M ,8) 与 (N ,名 )， 设 给 定 了 微分 同 胚 
映射 p MN, SRM ERRIME Ts qeciI 
>N mike 在 下 的 象 。 对 于 闭 上 的 任意 曲线 c， 设 它 在 9 下 的 象 为 
时 ， 假 设 

L(c)-L(c) 
MEME. Ai, v:M--9N mWMuesmRBKOM, e 8 (ON, go EM 
SERS, REM, DIN, PERED. 

RHK, HFA p MN, S =p E 是 村 上 的 二 阶 
REKED, EMLEX— PREISE., We EURA ZEP FEAR 
Ze HEBR. 

定理 5.21 对 于 两 个 黎 曼 空间 SO 0.5 (N, 3»), WSA. 
瑞 射 MN 为 等 距 映 象 的 充 要 条 件 是 

&79.£ 

《证 明 〉 在 $16 定理 3.17 的 证 明 中 所 作 讨 论 ， 照 样 执行 即 可 。 

如 果 两 个 黎 曼 空间 ( 收 ，g) 与 (WN,，8) 是 等 距 的 ， 则 将 下 的 任意 点 
了 与 其 对 应 的 玉 的 点 PCP) Gh o:M-N 是 筹 距 里 射 》 看 做 是 一 个 
JH, MHM, g)5EON, BORD SRM. SU PXUER. 

” 3E 5,22 WRC ERRARE; DSIN, wo) 之 间 有 等 
PEBRERqQUM-EN, 网 000 0000 Sos o cot igo cC 


K=Key 

SUBEKGKABIO0N, 0508, gnis, 

等 距 变 换 ”对 于 黎 曼 空间 (M g), ADER v: M— 以 是 等 
距 上 映射 (8 = peg 成立) 时 ， nr CM, SERE ERMA IE. COM, 0 
的 等 距 变 换 全 体 ， 关 于 映射 的 复合 作成 群 。 这 个 群 叫 做 (有 ，g〉 的 等 
距 变 换 群 或 运动 群 . 

黎 曼 空间 ( 衣 ，g) 的 运动 群 以 IOMO 表示 ， 在 DOM) 里 用 某 种 方 
法 导入 拓扑 ， 有 人 证 明了 1( 矿 ) 是 连续 群 而 且 是 李 群 。 此 外 人 们 知道 
n 维 黎 曼 空 间 ( 碎 ，g) 的 运动 群 1( 太 ) 的 维 满足 下 列 不 等 式 。 


dim (M) « "^O SUID. 


AdPRABS. WEES RE, MRM, sd gd. 
义 用 与 习题 三 之 13€ 2 (p. 111) 完全 相同 的 方法 ， 可 以 证 明 下 列 
定理 。 
定理 5.28 RR  2E3? ROM, e 的 运动 群 是 可 迁 的 ， 那 末 
《M，8) 是 常 曲率 空间 。 
《注意 》 对 于 ERBER NS), M 5.23 不 成 立 。 
Bi 28.1 欧 氏 平面 E 是 曲率 为 0 的 常 曲率 空 间 。 如 在 ERR 
直角 坐标 系 (*, y), MWE 的 一 个 运动 TE? -—E* 由 
x -xcos0— y sin} + a 
y »xsinÜ + y cos0 + b 
而 定 ,(9，c， 刀 是 常数 。 即 运动 了 由 三 个 独立 的 变数 (9,a,5b) 而 定 。 
故 Et 的 运动 群 了 (五 :) 的 维 由 下 式 给 出 


dim I(E?) -3. 20D 
94 25.2 KEZE E? 里 的 半径 为 6 的 球面 
$!z((x, y, x)|x* +y? e z* 2 at) 
是 曲率 1/a* 的 常 曲率 空间 。 S? 上 的 一 个 运动 7:S:-*S: 是 绕 E! 的 
显 点 的 正 交 变换 了 :有 EaEs 在 S 上 的 限制 。 故 S! 的 运动 群 1(8:) 


一 200 一 


HE? 的 正 交 变换 群 0( 3 ) 同 构 。 然 因 OC3 ) JE —BnE XB RE SHE 
作 的 群 ， 故 IOS?) BE HUP Ai. 


dimr(S:) =dimO(3)=3= MILD 


例 28.3 双 曲 平面 H 是 在 xy 平面 上 的 上 半 平 面 7 之 0 里 定 
XH. RRA 
ds. 7 dx tA) 
y? 


KERZE, EF -1/2 KEAREN. 
l s=Xt+ 1l y, z=%=-y —ly 
设 Im(z) 表 示 * 的 虐 部 ， 则 上 述 线 素 变 为 
2 _ Qa:dzdz 
d ^ Ta 
H* 的 C” 变 换 T 的 定义 为 


b Ja. dp3 
z= Zt Ca, b, c, d HER, ad- ebo) 


以 z/ =Y(z) 记 之 ， 可 以 验证 这 个 了 保持 de 不 变 。 故 此 了 为 ELR 
运动 。 些 运动 了 由 四 个 实数 之 比 ea:p:c:d mz. dx HO 的 运动 群 
I(H* 的 维 由 下 式 给 出 ， 


dimI(H?)-s3- 2rD 


. 三维 欧 氏 空间 E? wid  GADEIACLKSUMSD PE! 里 的 
正则 映射 p。 设 OE? 的 黎 曼 度量 为 &( 线 素 可 用 ds? =ds? +dy? dw) 
表示 的 8) 。 这 时 v.g 是 对 上 的 黎 曼 度 量 ， 得 到 一 个 黎 曼 空间 M, 
Pag). XR; 组 ((M, Qa, E pui Es .的 曲面 在 第 二 - 章 、 第 三 
章 讨论 的 简单 曲面 用 是 以 ME? V SES, ROME, OX 
示 的 曲面 。 如 果 象 这 祥 重 新 定义 曲面 ， 则 在 例 6.2 与 酌 6.3 说 明 的 不 
是 简单 蚌 面 的 例 ， 却 是 这 里 所 说 含义 不 的 划 面 。 在 第 二 章 ， 第 三 章 所 
论 事项 几乎 所 有 的 对 于 这 里 定义 的 曲面 也 成 立 ， 
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$20 变 分 


AH Gun RBRUM. DN C Bi c:[a， 的 一 
M. TERA, 存在 C” 映 射 iCa, Ox IM, - C7 a,0) JIR 


eth) 


图 5.25 


KED 满足 
q(t, 0) -c(), Caxtsb) 
tj, o Md 做 上 曲线 < RS. 这 时 ， 以 
c(t) =P, €), (Caceca) 
定义 C^ 曲线 Co c. 叫做 变 分 曲线 。 如 果 设 曲 线 ce ZRA LOO, 
那 末 使 用 局 部 坐标 
oe sE) 95 0,89 h 


L(s)- fy esce, £)) -< c 


(29.1) 
式 中 设 申 的 局 部 表示 为 =at, €), e)ctao, b3x D. 此 LC) 
是 e 的 C” RA. FE LE) 对 5 微分 之 得 


L'e) = se -~ MX —V Enki ši dti, xi- 
继续 运算 下 去 
了 7(e) -4f vus Mu tài te m "2 E a 


今 设 沿 c=c。，i 为 弧 长 ， 则 


8xi(t,c) 
et 
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vo VUE raum etae P) n 
右边 的 第 二 项 作 分 部 积分 得 


mosh atte a) -EHren 
EX aah, halse Hd 
feste ra ag (22), 

" LA " 

dad ea Cx). T 


特别 是 c(m2c(a),c,(5) =c) 〈-a<ti 和 cx) 成 立时 ， 这 种 变 
分 叫做 国定 端点 的 变 分 。 对 于 固定 端点 的 变 分 
(2x! IE) na = 0, 
(8231/26),., 2 0 etd) 
故 (29.2) 变 为 
L'(0) = -f (pe^ ,v) dt 
(29,3) 
式 中 ， 沿 < 的 向 量 场 是 由 B 5.26 
DCE) = (915/32), , (BAIL) o c) | 
定义 的 .又 此 向 量 场 v 叫做 变 分 向 量 . 故 对 于 任意 固定 端点 的 变 分 9， 


WELO = 0, 那 末 对 于 任意 的 v,L/(00) =0 xor. WH (29.3) 可 得 
p.c'-0 


s Lc» -(( gi à!) x! 


(0) 


总 结 之 ， 得 到 下 列 定理 。 
定理 5.24 关于 C^ 曲线 c， 对 于 其 任意 固定 端点 的 变 分 ， 
L'(0)20 HRR AE c 为 测 地 线 。 
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定理 5.25 如果 C^ [AR c 在 连结 其 两 端点 的 曲 线 中 是 长 度 最 
i WE e EWER. to | 

《注意 》 定理 5.25 AATE 
确 。 例 如 考虑 通过 球面 S 上 两 点 4,C 
的 大 图， 如 图 5.27 的 两 个 大 圆 绝 4BC 
与 4DC, 它 们 都 是 测 地 线 。 如 果 4 不 是 
C 的 对 径 点 ， 那 末 428C 是 连结 4 与 C 的 
Af, E 4DC 却 不 是 连结 4 与 C 的 
短程 线 。 如 果 4 为 C 的 对 径 点 时 ， 那 末 
连结 4 与 C 的 短程 线 有 无 穷 多 。 

极 小 曲面 ” 设 EU 里 的 局 部 曲面 S， 刀 -> 已 ? 的 方程 为 
x=x(u!, u’), 

Xi S 的 边界 .35 HARANA c. 

考虑 绝对 值 充 分 小 的 数 8 以 及 S 上 的 

C* 函数 r。 于 是 作 局 部 曲面 

x-x(u,u?) 
以 S, 表示 之 , 但 


X=xu:, VU) Fer WN 


(29.4) . 
ee 入 为 5 的 单位 法 向 量 , 又 S. 叫做 S 
| 的 变 分 曲面 。 再 老 
EP "ui xri en ^7 r= E 


Bss S. 的 第 一 基本 量 分 别 为 gji- 5g E s 
£u us ` a s ( i (ry Qu + wm) Us 


3N vj- ET op dx ‘aN 
EG rN OS KA -— ab 346 t 
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+ -说 3u)** (rn + rN). (x dui * rN) 


^ Bim 


ox aN | 0x .( pna?X NV. pi H. 
ou! dui — Qui ( H; Qu]. H; En= -His 
故 下 式 成 立 。 


e Ruc7B8u-26rH;; t Ce 的 二 次 项 ) 
“det(g8i:) 2det(gi;  2erH;) + (e 的 二 次 以 上 各 项 ) 


“eV EED), aria (Be CE), 


= - 1. ( -2rH,  -2rH,, H B11 B12 |) 
2w det(gj) G £u -2rH, -2rH,, 


故 得 下 式 
(vien) ) = -rCBn&D vactB (29,5) 
e€ £20 
式 中 运用 了 
gi- £e p =g Eu ~ 8n, gn. Bu, pldet(g,) 
g 
BE S. "2 A(c), Wu 
- dA(Ce) - 9 i 
A4' (0) (P ) il (2v detg,)), dudu* 
将 (29.5) 代 入 此 式 得 
AQ) = -2f | rhv derten du'du? (29,6) 


式 中 
2h - Hg! 
为 § 的 平均 曲率 。 如 果 假 设 4'(0) = 0 对 于 任意 的 C" 函数 > 成 立 ， 
则 由 (29.6) 可 见 
h=0 
成 立 。 总 结 之 ， 得 下 列 定理 。 
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定理 5.26 ir E? 里 的 曲面 $ 上 以 简单 闭 曲 线 为 边界 的 任意 域 
Dz(29.4) RAE EE, 则 4/(0) =0 的 充 要 条 件 是 S 为 极 小 曲面 (= 
的 曲面 ). 但 4(s) 是 DD 的 变 分 曲面 也 。 的 面积 。 


330 Z m 


”在 二 维 流 形 玉 的 图 册 另 855 (U,9,0) B IE ERR (x20, 4 oz 
%+ 一 1 y， 将 UU 看 做 复 平面 (x 平面 ) 的 开 集 。 这 时 ，z 叫做 坐标 邻 
RODER. ERI 的 元 (VU',8,0), 设 在 UV' 里 的 坐标 系 为 (x/， 
y). Ç r= 时 ,将 U 署 做 复 平 - 面 (4 平面 》 的 开 
集 。 即 z/ 73 O' 里 的 复 坐 标 。 这 时 , 设 On OO 将 
072071 :0 CON 0^)--9 (tO (107) 
用 复 坐 标 写 做 
LAC on . (30,1) 
假设 右边 的 函数 0) 为 复 变 数 z HEWA., C5 ME EXE RE 
Bj, MW Ned. 
.Ex8(G0, 1) mii ONO LITT TI $630. DISCE ER CE. y 
Bo, y) BSX ium. UN 
a-x xy) y'-yY Gu. y) . (30,2) 
Dj =at l y! Joxzxk-10y KENKZ, 所 以 柯 西 。 
黎 曼 方程 


ax’ 3y”. x^^ ay’ 
ox əy? Oy. ox 


成 立 。 故 在 One 里 


Q(x y) ox'fax . e -| ax’ jax 2y'/ox 
aex, y) lax jay: Oy//dyl |—8ay'lak .oa'foxl. ^ 
[90x97 N? ay \ | A 
*( 2 x) oi d| 7 


RAE ONO 里 a, yae, R e 
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die E re 7 0 


dz a(x, y) 


总 结 之 ， 可 得 下 列 定理 . 
定理 5.27 黎 曼 面 总 是 有 向 的 。 

例 32.1 SES RE EE E? 里 的 球面 Str? +y? +z? z=, 
UDAS* ERA 和 N(0,0,1) 而 得 的 域 为 D ARA 15.1 里 说 明 的 (以 点 
NHRD RAE DE? (xy 平面 ) ， 对 于 D 的 任意 点 了 P， 设 
JiposQ, y), UER Eox e /—1 y 与 之 对 应 ， 则 在 DD 与 ( 复 的 ) 
C 平面 间 建 立 一 一 对 应 。 定 义 此 5 为 BD 里 (y EAR. XO. VASOS 
去 掉 O(0,0,0) 而 得 的 域 为 D。 考 虚 以 点 0 为 极 的 极 射 影 pD eE. 

《平面 z=1) ， 对 于 D 的 任意 点 P, pP) = (x/,y’,1) 时 ， 以 复数 
Cx c./—1 YY/ 与 之 对 应 m D' 与 Cap C^ 平面 之 间 建 立 一 一 
对 应 .定义 此 六 为 内 
里 的 复 坐 标 。 这 时 ， 

到 DNAD’ 里 的 任意 点 

P, xk PÓED5D'a 
的 复 坐标 分 别 为 与 st 
C^, 在 图 5.29 E, 


ti 平面 N 1t Q' 


AOON 5 ANOQ' ig 
似 ， 所 以 5 平面 0 Il © 
1:|61 2 jE^|:1 B 5.22 
故 
J&E = jE 
因此 
“=1/ 


REE DNAD 里 的 坐标 变换 ,是 5 的 正则 函数 .这 样 ，5S? 变 为 黎 曼 面 。 
此 黎 曼 面 叫 做 殊 量 球面 . 

Bi 30.2 SEE x 平面 (z =x*+ 一 1.7) 自 己 或 其 任意 的 开 域 
DATEI. 
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例 30.3 环 面 在 2 平面 上 取 两 个 线性 无 关 的 (关于 实 系 数 的 》 
复数 5， 与 < 。 当 ?平面 上 的 两 点 2 与 2 
满足 关系 Deg 
Zz/ =z+ m, +ne, 
(m 与 nn 为 整数 ) 时 ， 以 zzi 表示 这 个 / , 
事实 ， 就 说 :与 435841. 此 关系 ~ 显然 j / 
是 等 价 关 系 。 将 = 平面 按 ~ 分 类 而 得 等 价 /人 
类 [2] 的 全 体 之 集 作成 二 维 环 面 。 此 环 面 
以 TE EDAR. "EXER. ° 
保 角 上 映射” 假设 有 从 黎 曼 面 只 到 黎 曼 图 5.30 
ES 上 的 微分 同 胚 映 射 f:R->S 。 取 灵 的 任意 坐标 邻 域 0 55 S 的 任意 
坐标 邻 域 0/. 设 1(0) 0 639 B. 又 设 在 0 与 O^ 里 的 复 坐 标 分 别 为 * 
与 w。 这 时 f 的 局 部 表示 可 用 
w =w(z) . 
表示 ， 特 别 是 假设 w(z) 为 正则 函数 。 还 设 1"!:5->R 也 满足 相同 条 
件 。 这 时 RS 叫做 保 角 上 映射， 又 说 二 歼 曼 面 及 与 5 保 角 等 价 。 
例 30.4 ?平面 C 与 C 上 的 单位 开 辑 盘 D = {zi1z|<1} 都 是 二 维 
流 形 ， 而 且 微分 同 胚 。 但 它们 做 为 黎 曼 面 并 非 保 角 等 价 ， 试 证 明之 。 
《解答 〉 任意 取 ED, $ - 


w = 


z 
1- fz]? 
以 对 应 zew 定义 映射 (:D—C, BA ERE a AE 映 射 。 
MA C 与 已 做 为 二 维 流 形 是 微分 同 胚 的 。 

再 假设 C 与 DP 是 保 角 等 价 ，。 这 时 ， 存在 某 保 角 映 身 f:iC—D. x 
于 任意 的 cC, $ 

w=/(z)ED 

则 f(z) 是 在 2 平面 C 的 整体 上 定义 的 正则 函数 ， 而 If I2, 然 
由 复 变 函 数论 的 定理 知 ， 

如 果 在 C 的 整体 上 正则 函数 FERF) ED, 那 末 Fe) 
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是 常数 。 


故 上 面 考虑 的 F(z) 必 须 是 常数 。 故 在 fiC——DTF, f(CXD, 与 1 是 
从 C 到 已 上 的 映射 矛盾 。 因 此 C 55 D3EAETR2S IR] RE. GEHE) 

人 们 知道 与 例 30.4 有 关系 的 下 列 定 理 ， 但 略 其 证 明 ， 

定 想 5.28 如 果 歼 曼 面 $ 做 为 二 维 HUE GS x LC 微分 SAZ, 
RIS 50 R D={z| |z| < RAEN. | 

例 30.5 FAH TE, é) (参照 例 30.3) 人 们 知道 下 列 事 
E: MARETE, OST, mu) 保 角 等 价 的 充 要 条 件 是 

nl: | 

但 是 ， 任 意 两 个 环 面 T(O,, 6,5 Tm, nAAL EAEE 
分 同 胚 的 。 

等 温 坐 标 。 对 于 二 维 黎 曼 空间 (M，8) 的 坐标 邻 域 O 里 的 坐标 系 
(x, y), ERA 

ds? Zp(z, y)(dx* «dy*),p(x, y)20 — (30,3) 

式 中 函数 p 在 0 里 是 C BE. Xit, BERR, yODDLUCEUN AR d. 

对 于 (于 ，8) 的 图 册 S 的 每 个 元 (7 ,9,O)， 假 设 在 坐标 邻 域 O 里 
能 够 定义 等 温 坐 标 (x，7y)。 这 时 ， 对 于 OS 的 其 他 元 ， 设 0 里 的 等 温 
ERRI, y. 
EOE, $ 在 0' B, 令 
z=zx+y -l y w-X yl y 
设 i 

ds? = p(dx? +dy?) =pdzd7 | ds:= ulda” + dy”) = udwdy 
因 度 量 张 量 8 的 分 量 为 
E-G-p, F-Q | E'-G'-u, F'-0 


故 在 On 0’ 里 ， 度 量 张 量 的 分 量 的 变换 式 为 


(OE PCCE).R Ce 


CEJ 


293^ dx’ əy! əy’ 
ðs əy dx əy 
in fik CM, 8) 有 向 ， 图 册 用 AMASE, M 


0 = 


9(2^,y^) 
Kx, y) ^7 
A C30, 4) 58 (30. 5) 可 得 
ax/ ay? axt 9y’ 
Cox ^ ay ! dy ^ 2x 


(30.5) 


mE ONORS zx /-1 y, wox tyi y’, MEREK 


x= XC Ey y), y'-y'Q(x, y) 
就 可 写 做 


w= 0 (Z) 


右边 的 函数 w(z) 是 :的 正则 函数 。 总 结 以 上 事 实 ， 可 得 下 列 引 理 。 
引 理 5.29 如 果 二 维 黎 曼 空间 (及 ，g) 有 疝 ， 在 其 各 坐标 邻 域 0 


里 存在 等 温 坐 标 ， 那 未 在 好 上 可 定义 黎 曼 面 的 结构 。 


下 列 定理 的 证 明 相 当 费 工夫 ， 获 格 其 证 明 。 


定理 5.30 在 二 维 黎 曼 空间 各 点 的 充分 小 坐标 邻 域 里 存在 等 温 


坐标 。 


可 得 下 列 定理 。 


因为 二 维 流 形 上 必 存 在 黎 曼 度量 ， 所 以 从 引 理 5.29 与 定理 5.30 


定理 5.31 如 果 二 维 流 形 邓 有 向 ， 那 末 在 形 上 存在 黎 曼 面 的 结 


《注意 》 黎 曼 面 在 高 维 上 的 推广 有 复 流 形 。 


3j Bi 五 
1, 试 证 以 下 性 质 。 


O 如 果 歼 曲 空 间 ( 放 ，&) 里 的 向 量 场 卫 平行 ， 


R,X5-0 
但 X'Axma. 
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(2) 在 黎 曼 空间 (M，g) 上 有 7 个 平行 向 量 场 X (X Vd 
果 它 们 在 覆 的 一 点 线性 无 关 ， 那 末 它 们 在 加 上 的 各 点 线性 无 关 。 

(3) MRE n 维 歼 曼 空 间 ( 有 于，g) 上 存在 n 个 平行 向 量 场 年 (,)、 

X i) ; 它 们 在 用 的 一 点 是 线性 无 关 ， 那 末 ( 寻 ,8g) 的 曲率 张 晤 为 0. 

2. 在 习题 四 之 6 (p.150) E, HFA, DIKE F EXT 
它 的 宁 因 玄 斯 张 量 和 NN。 设 下 的 分 量 为 『;* ， 则 在 此 黎 受 空间 上 ， Iw 
的 分 量 由 下 式 决 定 。 试 证 明之 。 

Nats Fp Et- Fiy E he yEyE 

8. 如 果 在 歼 曼 空间 里 ，G 是 对 称 〈 或 反 称 ) (0，2) 阶 张 量 场 
试 证 FrxC 是 对 称 (或 反 称 ) (0,2) 阶 张 量 场 。 但 下 为 任意 向 量 场 。 

4, 试 证 下 列 性 质 。 

(D 对 于 黎 曼 空 间 上 的 《” BE f. FIXES. 

Laf =at lafl 


(2) dE XJ EE. XHP, PUES. 
div(f X) = fdivX  (gradf, X) 

D 对 于 两 个 5” 函数 fo TAXE. 
div(fgradg) = fg + (gradf, gradg) 
f4g —g4f — div(fgradg - ggradf) 

但 gradf 表示 以 
X^ 2 ghi (0f 0x) 

752r REIS] EEG X Eu 

5. 在 歼 曼 空间 里 ， 对 于 利 齐 张 量 ER UE 

PiRis + P:Ris tR 0 

成 立 ， 则 其 数量 曲率 上 一 定 。 试 证 明之 。 

6. 在 ? 维 黎 蛇 空 间 ( 妈 ,8) 里 , 设 二 MRAR T i 的 分 量 为 Te 

ITI? =T, T) -ghgUT,T,,, |T|20 

WOELDRIB3E, Apik JERK, & JERKE, 
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a» Jie - eT = | ie | - zo 
(2) (M, DHRAMA AUREA 
[Riel]? - - 
7。 RE 里 的 曲面 上 任意 点 己 在 * 里 的 坐标 为 (*(P),y(P)， 
z(P)), TRIES EV iP !>%x( 了 ) 可 定义 .GC” 函数 x*。 同 理 定 义 C "函数 


y tj <。 比 曲面 为 极 小 曲面 ( 玉 均 曲率 h-0) 的 充 要 条 件 是 
| Ax=0, Ay -0, IN : 


试 证 明之 。 
8. 如 果 沿 黎 曼 空 RO, D OMAR e SAAR D, UR 
场 互 满足 微分 方程 
p.psX- Rt, Xj” =0 
时 ， 互 叫做 雅 可 比 向 量 。 试 证 下 列 事实 。 
(OD 如 果 X f ()c' EAE, MR 
f=astb (a, b 为 常数 ) 
D 设 下 为 雅 可 比 向 量 。 在 “ 上 一 点 el), X090, XERT 
2 (so)， 则 互 总 是 垂直 于 c^. 
C) 如果 (M，8) 为 曲率 天 的 常 曲率 Z H, oe 为 沿 c 3E 17 [8] 
Hu, 
X K>0 M, Xs(sin/Ksv 为 雅 可 比 向 量 ， 
当下 <0 ij, X =(asinh/ - Ks)o 为 雅 可 比 向 量 。 
当下 =0 lj, X=(as)o 为 雅 可 比 向 量 。 
(4) 如 果 卫 与 YY 是 沿 ¢ 的 雅 可 比 向 量 ， 那 末 
(X,p,Y)- (p.'X,Y) = 常数 
O 对 于 雅 可 比 向 量 互 ， 下 式 成 立 。 
(c^,p X) = 常数 
(c^,X) asc b (a, b 为 常数 ) 
«6 在 e 的 不 同 两 点 ， 与 c/ 垂直 的 雅 可 比 向 量 总 与 3H. 


9. 在 黎 曼 空间 里 ， 设 向 量 场 忆 的 分 
RA I, DOLI T CE 
p;XivpyiX;-0 
RA, Xo mu P3] HE. 试 证 下 列 性 
m. 
D *LTGPREIEBDEX, 
div X «0, 
(2) 如 果 于 是 开 玲 向 量 ， 那 末 
Vp X^ e Ratt, 

10, 设 在 二 维 黎 曼 空 间 的 各 点 的 邻 
域 里 ,有 二 组 测 地 线 之 族 , 它 们 交 于 定 角 . 
这 时 曲率 玉 是 0 。 试 证 明之 。 、 

1. ix EX? Bid 下 满足 图 5.31 
K—0, 。 这 时 不 存在 交 于 两 点 P, P. 的 两 条 测 地 线 ycz: 如 图 5.31 
的 上 图 所 示 。 但 设 图 5.31 的 上 图 里 的 也 与 贺 盘 同 且 。 试 证 明之 。 

12. 上 列 习 题 五 之 11 所 讲 二 维 黎 受 空 间 里 ， 不 存在 具有 二 重点 
P ( 自 相交 的 点 〉 的 测 地 线 。 试 证 明之 。 但 设 在 图 5.31 的 下 图 里 ， 
D*53 Wi zx RES. 
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TAX 同调 上 同调 
$331 复 形 


LEA 对 于 R" 的 (Qr1)TÀ P,,P,,--P, Opan). pT 
HE PQP,,Q-,PQP, 线性 无 关 时 ， 就 说 这 (2+ 1) 个 点 是 独立 的 。 对 
于 独立 的 了 PP R” 的 子 集 

CP,,P, S ,P,— {ta Poe tt Pula ut,70, fo bee ttp =l} 
叫做 开 p 单 形 或 简称 之 为 P RE, T CPP. VP, 的 闵 包 证 做 闭 
P 单 形 。 特 别 是 一 点 [Po 叫做 0 单 形 , 1 单 形 是 开 线段 ,2 单 形 是 开 
三 角形 ， 3 单 形 是 开 四 面体 。 人们 说 p 单 形 的 维 是 p. 对 于 pp 单 形 
CP,,P,,,P,9, QS (P1) E CP, pee Pols [Po,P,,*…, 
Plss CP, ,U,Pi as Pisi ,P,),-, CP, ,---,P, 3 叫做 其 画 单 
形 . 

AoJE ife KR" 内 的 有 限 个 单 形 的 集 K 满 足下 列 条 件 (i)，(ii) 
Bj, KURRE. 

(i) 如 果 单 形 5 包 含 于 到 ， 则 其 面 单 形 全 包含 于 五 

Ci ) 单 形 0,,0, 包含 于 KK， 如 果 o1 半 0,， 则 oj 门 0; = 名， 

包含 于 复 形 天 中 的 单 形 的 最 大 维 叫 做 万 的 维 。 天 的 维 用 dimk X 
示 。 

例 31.1 THA 6.1 所 示 者 是 复 形 。 


zy AA 
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例 31.2 下 列 图 6.2 所 示 者 不 是 复 形 。 


m 


图 6.2 
有 复 形 K-ís,o,,-,o4) 时 ， 考 虑 并 集 
CK) =0, Uo,U -Uon 
友 做 复 形 玉 的 多 面体 。 从 复 形 的 定义 可 见 ，[ 居 3 是 紧 致 的 。 
BHAE ”对 于 1 单 形 CP。,P1])， 在 顶点 的 排列 上 有 (P,P,)， 
(P), 定义 


si=(P,,P,),—s!=(P,,P,) P, OB P. 
s! 与 ~-s! CL IET MP: oD a 
=- (=s) =s: " 
这 时 ， 记 做 . 
(PPS GSC» pp (5 
对 于 2 单 形 LPa PiP), 顶点 的 排 图 6.3 l 


列 有 8 种 ， 其 中 令 
s2=(Po,P,,P,)=(P,,P,,P,)=(P,,P,,P,) 
—s* 2(P,,P,,P,) - (P, ,P,,P,) 2 (P,,P,, P4) 


P, 
LN "i 
^ \ 
T \ 
,~ \, C p 
s? =P., P,,P,}) P, TRIB 1 
E64 
s? 与 -s 叫做 有 向 2 单 形 。 还 定义 
一 《一 22) = 了 
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这 时 ， 又 作 如 下 假设 
(P,,P,,P,3 x Cs) Ics? 
对 于 Pp AEP, PiP MADRAS p 个 。 于 其 中 ， 令 
s?=(P,,P,,.…,P,) | 
XPFO,1,-, P) 的 排列 (4,5,… sl) ,定义 
(P,, Pista Pi) = sign(h, t, +l) s? 
Xm sign(h,i, …5 1) 是 将 (0,1，…P) 变 为 (8 时 置换 的 符号 。 
于 是 5? 与 -s 叫做 有 向 P 单 形 。 还 定义 
—(-—sP)s? 
这 时 。 记 做 
CP,,P,,.…,P,) zs =[~ s?) 
对 于 0 单 形 CP,]， 定 义 有 向 0 单 形 s* = (Po) 与 ~s'=-(Po), 并 
HEX 
一 《一 s?) Lgs? 
jid, WEIR! =P -sS--P,. 

链 ” 设 复 形 玉 的 维 为 a。 取 一 个 OSPS, 对 于 包含 于 下 的 P 
单 形 Ogas 其 有 向 P EJE s,，…，s 的 整 系数 线性 组 合 C=015, + 
GS, +*+ GaS MR p 链 . 特 别 是 链 Os, + 05, +…+0sa 叫 做 零 p 链 ,以 
ož. K 了 链 全 体 之 集 以 C,(K) 记 之 。 对 于 Cs,(K) 的 任意 二 元 

l €, =E Gases C= E basa 
定义 其 和 c +e, 为 
€, 十 n 一 I (Ga + ba) Sa 
又 对 于 任意 整数 k 定义 c， W E fl ke, 为 
hc, = L (kaa) Sa 
RH, COO 是 (有限 生成 的 ) 自由 阿 贝尔 群 。C。( 玉 ) MEAK K B5 
ERZO pP WE. 

边缘 我 们 定义 从 CGK 到 Co-: O (G1) 的 同 态 BA 

对 于 有 向 0 单 形 s, EX - 
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959 =10 


其 次 ， 对 于 有 向 1 单 形 s! -(PQ,P EXC 
as zP,-P, 


BATAN 2 单 形 s -(P,,P,,P,)5, 定义 
as? = (P, P) - (P,,P,) € (P,,P) 


图 6.6 
一 般 地 说 ， 对 于 有 向 Pp 单 形 s? = (P,,P,,…,P,)， 定 义 


P 
9s? zi DK, set Pini Pr, Pp) 


至 于 对 于 p 


€—20,5, +0,3, t + Gasa 
定义 
IC =A, IS; + 0,95, + .+ dad $a 
Ai, PAWR) 
3,C, CK) — C, , CK), (P>1)s, 3.C, CK)—>{0} 
.是 同 态 ， 即 得 到 下 列 同 态 序列 。 
C, (K)5C, i (K) C, (K) 9C (KO) (0) 
HF p 链 c 来 说 ，(p~1) && ae ng iti. 
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公式 3? =39=0 (31,1) 
“证明 》 对 于 1 链 c'，9c! 是 0 $E, 所 以 
32c1=9(9c1)=0 
其 次 ， 对 于 有 向 2 单 形 s = (P,,P,,P,)， 
9?5? =3(35:) 28((P,,P,) - (P,,P,) - (P.,P,)) 
-(P,-P,)-(P,- P, «e (P, P,)50 
故 对 于 2 链 C, FARI: 
32e? =0 
再 对 于 有 向 3 单 形 s! 2 PaP PPa), 
ats? -9((P, Pa Pa) - (P,,P,,P,) c (P,,P,,P,) - (P,,P,,P,)) 
z((D,,P,) - (P,,P,) - (P,,P,)1 - ((OP,,P4) 
= (P,,P,) + O,,P,)) e ((CP,,P,) - CP,,P,) 
t(OP,,P,)) - (OP,,P,) - (P,,P,) - (P,,P,)1 20 
故 对 于 3 链 c*， 下 式 成 立 ， 


dtc? =0 
以 下 同 理 ， 对 于 任意 了 链 ec?， 下 式 成 立 ; 
9?c^ =0 Curie 
$32 H P 


HAE KN pA c^ 
9c? =0 
Bj, Nj cr mi pma. p 闭 链 全 体 的 集 以 ZO XU, mc 〈 整 
系数 ) 闭 链 群 。 因 为 ZK RAS 9:C,(0R0—C, CK) 的 核 ， 故 
Z,CK) J& C,CK) 的 子 群 。 因 0 链 全 是 0 闭 链 ， 故 Go( 玉 ) = C，( 开 ) 。 
对 于 2 了 链 c*?， 如 果 存 在 (p+1) ch 满足 
ce? =0crtt! 
时 ， 则 c* nik piikit 〈 因 为 ef = 2:02 =0， 所 以 c* 是 闭 链 ). P 
边缘 链 全 体 的 集 以 8。( 尺 ) 表 示 ，、 叫 做 ( 整 系数 ) 边 绿 链 群 。 因 为 B, (K) 
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-9C,,,(K), Br) B,CK) 是 Z,CK). 的 子 群 。 而 商 群 H,CK)- 
Z,CK)/B,CK) 帅 做 复 形 玉 的 整 系数 p AWE (homology group), 
AH C, CO ZARES, MAH, K) 也 是 有 限 生 成 的 阿 贝 尔 群 。 
若 对 于 两 个 了 AEE x,,.2,, 存在 (P+1) 链 c 使 z1 一 xz,=3c hf, 
就 说 z 与 2 同调， 这 时 以 z1~zs 表示 。 对 于 了 闭 链 x，z=3clc 是 
(p+ 1) 链 ) 时 、 就 说 ?同调 于 0。 以 xz~0 记 之 。 将 Pp A Z, Oi 
等 价 关 系 一 分 类 而 得 的 等 价 类 思 做 同调 类 ， 同 调 类 全 体形 成 局 亩 群 
H,(K)., 
Bi 32.1 在 图 6.7 的 二 维 复 形 . TIU 
E, à& 


£,70,T*0,T-05 00, 


Z,— 5$, $5 34 +S, 
则 z,—2.. 区 
复 形 到 的 整 系数 链 群 ， 整 系数 闭 
链 群 ， 整 系数 边缘 链 群 ， 整 系数 同调 
BER PICK, 25, Z,OG2D, 图 6.7 
B,(K,Z), H,CK,2) 表示 。 式 中 也 表示 整数 全 体 的 集 。 对 于 阿 贝 尔 
群 ， 在 代数 学 里 ， 有 众所周知 的 定理 如 下 ， 其 证 明 从 上 略 。 
定理 6.1 对 于 复 形 玉 与 各 整数 p(OxpidimK), WRA p 维 
同调 群 H, K, Z) u] EUR 179 
H,(K,Z) =U, +e XU, +r, Vus, 
Xm 
eZ (无 限 循环 群 》 («a <p(p)) 
VeeZ/GgZ) (GS 1s? 的 循环 群 )，(1 所 Bo(p)) 
而 Tp? 被 tpa. RE (〈 符 导 = 表 示 同 构 ) 。 
上 述 定 理 里 出 现 的 整数 epo 叫做 复 形 K 的 整 系 数 贝 芒 数 ， 以 
Bo ORP, Z) 表示 。T1?，… ,To? 叫做 > BRRR. A, K, 2003 
有 限 阶 数 的 元 全 体 而 成 的 子 群 
Vitet Po/ (TPE) +e t Z] ap) 


— 219 一 


叫做 H,COK,Z2) RTE. 
例 32.2 对 于 复 形 天， 如 果 [5 天 是 连通 的 ， 则 
H,(K,2)—Z 
试 证 明之 《= 表示 同 构 ) . 

《解答 〉 AA CCK,20 - Zo CK,25, Fi H,CK,2) «C,CK, 
ZZ)/B,(K,Z)。 如 果 任 意 取 及 的 两 个 顶点 P,Q, ICKOXES , 故 存在 
K 8318 x3 P, = 了 P,P,,…,P,=Q, 而 且 存 在 尺 的 有 疝 1 单 形 (P,,P;)， 
(P,,P,), .,CP,L,, PO, T S 

Q-P-?((P,,P,) c (Pi, Pa) € € (P, ,,P3 
因此 P 一 C@。 从 而 如 果 任 意 取 天 的 0 链 c-a,5,--08,5,(5, 77,8, 
表示 大 的 所 有 顶点 ) , 且 设 si =P, I 
` c— (8, +*+ a,)P 
故 H,(K,25—2 GEHE) 
《注意 》 如 果 CK] 具 有 驶 个 连通 分 支 ， 则 下 式 成 立 。 
H,Q(K,2) ZZ +Z 


S pal 


m4 
例 32.3 对 于 由 三 角形 的 三 边 与 顶点 
RREK, AETR. P, 
H,(K,Z)=Z, H, (K,Z)=Z 
《解答 〉 由 例 32.2 可 见 ， 5 D 
H,(K,Z)=Z ， 
FIE so = (PaPa), s5 Pa Pah ^ - P, 


s,= (P,,P,D, 取 任意 1 闭 链 z = Goso + 
68,5, 0,5;, 因 92 —0, W 
az =a, (P, — P, )ea, (P, - P, &a,(P,- P) 990 


€$,-,-8, 


图 6,8 


HWER 1 闭 链 z 变 为 
z=a(s, + 81+s,), (a€ Z) 
从 而 Z,(K,2)2 
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AB] CK, Z) ={f0}， 故 B, CK,2) -9C,CK,2) - 10). FÆ 
BH, (K,2) - Z((K,2)/B,CK,2) —Z/10) Z2 CEHE) 
Bi 32.4 对 于 由 一 个 三 角形 ， 其 三 边 以 及 其 三 顶点 而 成 的 复 形 
及， 试 证 下 式 : 
H,(K,Z)—«Z, H,(K,Z)={0}, H,(CK,Z)- (0! 
《解答 〉 由 例 32.2 可 见 ， 
H,(K,2)—2 
如 于 例 32.8 中 所 证 ， 任意 1 闭 链 2z 
z=a(s, +s, +5,), (aC Z) 
式 中 5,,5;,5, 是 例 32.2 的 证 明 中 所 用 符 
*. 
Hiko = (Po,P,P;)， 则 
90 =S, +S, +S, 


故 对 于 任意 1 闭 链 *。 

z —0(5,--5,-- 8,) —8(a0)—0 
故 | H,(K,Z2) - 00) 

其 次 ， 设 为 任意 2 闭 链 ， 则 
c-ac, (acZ) 
ARE] 90-0, d 
028c-—899 —8(S,- 5, 0 5), «0-20 
即 任意 2 闭 链 z 是 0， 故 ZK, Z) ={0}。 因 此 
H,(K,Z)= Z,CK,20/ B, CK, 2) (0) 《证 毕 ) 

在 以 上 讨论 中 , 取 系 数 域 为 Z。 但 也 可 取 系 数 域 为 实数 体 R ,而 重 
新 叙述 以 前 所 有 定义 。 故 可 定义 实 系 数 链 群 C, COR RO, 实 系 数 闭 链 群 
Z (天 ,只 ) ， 实 系数 边缘 链 群 3,( 天 ,只 )， 实 系 数 同调 群 H,(K,R), 
C,CK,R),Z,(K,R),B,CK,R) 以 及 H,cCK,R) 是 CREED ARE 

ARZE. 


NER XUPRUUK, HEZE H,CK,RO 的 维 岂 做 天 的 psp 
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HA, UB, R B,( 尺 ) 表 示 ，。 如 所 周知 下 列 等 式 成 立 。 
B,(K) =B,(K,2), (0<p<dimk) 

KATER EEUGE OC L4 E EU MEME 维 单 形 的 个 数 分 

别 为 aosa, otsan Bl 
X(K) =a, ~a, ++ (=1)’a, - +- 01)"a, 

叫做 天 的 欧 拉 示 性 数 。 

定理 6.2 对 于 半 维 复 形 玉 

X(K) -B, 一 BT+…+( -1)2pB。+…+( 一 1) 虽 ， 

成 立 。 式 中 B, HKH p EER. 

(EBD 对 于 满足 0<p<n 的 各 整数 pp， 显然 
i a, -dimC,(K,R) 
而 对 于 同 态 3:;C。( 开 , 民 )->C (K, R), RE; Kera 与 象 Ima 分 别 为 

Ker3 = Z,(K,R), Ima - B,, ,(K,R) 
ze a, = dimC, CK, R) = dimKerd + dimImà 
= dimZ,( K, R) + dimB,, , (K,R) (32,1) 
ER, FARRE. 
B, 一 dimH ,(K,R) -dim(Z, (K,R)/B, CK,R)) 
z dimZ,(K,R) —- dimB, CK, R) (32,2) 
运用 上 列 等 式 (32.1) 与 (32.2)， 作 下 列 计 算 。 
3aC- D»?B, = 3 €- D^CdimZ, (K, R) - dimB,(K,R)7 


Pa 0 P =o 


- (-1)dimZ,(K,R) + $1(- D?* B,CK,R) 


Fmd Ew 


Mk, BK, R) - (0). CAE K E25 (n € 1) 单 形 ) 。 故 


Y.C- DB, = > C- D?dimZ, (CK, R) 


了 Iw-w0 


+ Y5C- D?dinB, ,CK,R) 


Pæt 


XJ, B. , CK, R) ={0}。 所 以 
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Yoc- DB, - 35 C- D?tdimZ,(K,R) + dimB,_,(K,R)) 


Feo Pamp 


= (~-1)rdimC,(K,R) = Y1(-1)?a, 


Fmt P -ù 
=X(K) GEHE) 
定理 6.8 ”对 于 两 个 复 形 玉 与 玉 ， 如 果 它 们 的 多 面体 [天 ] 与 [ 居 ] 
E, 1 
H ,(K,Z)—H ,(K,2), H,(K,R) —H,(K,R) 
An 0x px.n-dimK- dimK, 
《证 明 》 — JAN. 
定理 6.3 说 明 同 调 群 是 拓扑 不 变 的 ， 故 贝蒂 数 Bo HRR Kk 
拉 示 性 数 是 拓扑 不 变 的 。 
例 32.5 四 面体 的 面 单 形 之 集 作成 二 维 复 形 丰 。 试 证 明 下 列 事实 
(这 时 [下 J 与 二 维 球面 S? 同 胚 ) 。 
(1) X(K)=2 
(2) B, =B,=1 
(3) B. «0 
《解答 》 (1) 50,1 ? 2 维 单 形 的 个 数 分 别 为 Oos Cl, €, 则 由 
图 6.10 了 可见， P, 
a, =4, a:=6, a,-—4 
xX(K)=a, -4a +4, =2 
(2) I CKI Ew, KhA 32.2 可 
A B.-1. 今 任 取 2 闲 链 z， 令 è 
z-G, (PoP, P,) +a, (D,,P,, P.) Po : 
tT6,(P,, P. ,P.) ca, (P,,P,,P,) 
计算 3z， 并 令 9 = 0， 则 得 : D Pa 
6,-68,-05,-83G, Bj 6,10. ~ 
故 z-ao((P,,P,,P,) + (P,,P,,P,) + (PosPs,P)+(P,,P,,P,)} 
ip HOR,Z)—Z. B] B,-—1. 
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(3) 将 B.=B.=1 代 入 
Ba- PB, +B, XC(R) =2 

RB 得 B,-0 GEE) 

£i 32.6 如 图 6.11 
所 示 ， 剂 分 正六 边 形 
P,P, P,P, PP tir% 
PAEK ,将 二 边 P,P。 
SPP, 33 P,P, 与 
PPs, Z3 P,P, 与 
P,P， 连 其 方向 也 包括 
在 内 等 同 起 来 , 则 P, = 
P,,P,-P,.,P, =P}. 
在 这 样 看 法 之 下 ， 得 到 
一 个 新 的 复 形 让。 此 天 
的 多 面体 [下 J 与 射影 平 图 6.11 
面 P 局 奈 (参照 例 17.2) 。 在 天 里 给 2 单 形 定向 如 图 6.11， 设 分 
别 为 51,s;,…,51。 试 证 下 列 事实 。 

(1) H,CK,2)—Z2, B,=1 | 

(2) H,(K,Z)—Z/(02) -Z,, H,(K,R)= (0, B,-0 

(3) H,(K,2) ={0}, B,-0 

(4) X(K) -1 

《解答 〉 〈1) 因为 CKJ 连通 ， 故 由 例 32.2 "A, H,OK,Z2) — 
Z. Wt 


B,-1 
(2) Z KERNA 1 单 形 定向 如 图 6.11, 如 果 任 取 下 的 1 闭 链 z, 则 得 
z-a((P,,P,) « (P,, P.) x (P,,P)) E Ez ,G'EBOR,2) a€ Z) 
又 考虑 2 链 ' 
e=s, 十 So 十 … + Sis 
得 dc z2((P,,P,) + (P,,P,) - (P,,P,5] 
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故 对 于 上 列 工 闭 链 zy 
如 果 4= 2m， (mEZ), 则 一 0， 
如 果 a=2m+1, (mEZ) 则 z 不 ~0. 
ix H,(K,2) -C,(K,2)/B, (K,2) - Z/22 - Z, 
B, =0 
3) 任意 取 天 的 整 系数 2 闭 链 
Z 0,8, 0;S,-b b OS 
计算 3z， 求 正六 边 形 内 部 的 有 向 1 单 形 的 系数 ， 考 虑 92-0, 5l 
32.5 一 样 ， 可 得 
z-G($ +$, + +S), (ccEZ) 
运用 (2) 里 得 到 结果 ， 再 计算 9z 得 
0=9z=2a{(P,,P;,)+ (P;,P,) c CP,,P,)) 
28-0, a-0 
故 得 2-0. 即 Z: (K, Z) = {0}。 因 此 
H,(K,2) 2 Z,(K,Z2) ={0} 
s B,=0 

(4) X(K) -B,-B, -B,-1-0-0-1 GEE) 

如 右 侧 图 6.12 所 l 
示 ， 准 备 好 一 个 柱 面 和 
在 球面 上 开 两 个 洞 而 得 
的 曲面 。 将 球面 上 两 个 
洞 的 边缘 即 圆 。 tct 
El 柱 的 二 边缘 即 圆 6 与 
5 分 别 贴 在 一 起 ， 可 得 
闲 曲 面 8, 如 图 6.13 的 m os 
左 图 所 未 。 这 时 ， 就 说 S 是 给 球面 安 上 一 个 把 而 得 的 。 同 理 ， 给 球 
面 安 上 两 个 把 得 图 6.13 的 右 图 所 示 闭 曲面 S. . 

一 般 地 说 ， 设 给 球面 安 上 p 个 把 而 得 的 闭 曲面 为 S, (p- o, " 
. El 6.14 BoREDÉ S EXUIEUEJE EO RERS BEBE. SAAE S, A 
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ES BECKOETE-— L3 52€ HR OP, 1500, 2 单 形 的 
个 数 。 分 别 用 coyalya。 表 示 之 ， 可 得 


图 6.14 
X(K) =a, -ai +a, -2(1- p) 
因此 下 列 定 理 成 立 。 
定理 6.4 对 于 其 多 面体 [KJ 与 闭 曲 面 $S， 同 胚 的 二 维 复 形 开 ， 
下 式 成 立 。 
X(K)=2(1- p), B,-8:-1, Bi=2p, (p=0,1,2,.…) 
《证 明 〉 因为 天] 连通 ， 故 由 例 32.2 WIR, B, -1. JUAN 5 
41232.5 一 样 可 以 证 明 
H,(K,Z2)—Z 
k B=1。 再 由 上 述 事 实 可 见 
X(K) 22(1— p) 


B,-B,-*B,«X(K)-21-p, B,-f8i:-1 
则 得 . 
B,=2p GEHE) 

人 大 们 知道 以 下 事实 ， 但 证 明 从 略 。 
如 果 有 疝 、 紧 致 的 二 维 流 形 开 是 达 通 的 , 则 与 S。(p =0,1,2,…)》 
中 的 一 个 同 胚 。 

有 向 、 紧 致 而 且 连 通 的 二 维 流 形 对 与 S, 同 胚 , 设 二 维 复 形 天 具有 
与 S, 同 胚 的 多 面体 [KY， 这 时 、 下 的 哆 拉 示 性 数 X(K) 叫做 二 维 流 
形 放 的 欧 拉 潜 尾数， 用 XCM) 表 示 。 而 生 尺 的 页 蒂 数 B.. Bis B2 叫做 
居 的 贝 莫 数 。 这 样 ， 有 向 、 紧 致 的 二 维 流 形 由 其 欧 拉 示 性 数 X( 以 ) 完 
全 (代数 拓 提 学 地 》 决定 。 

至 于 不 具有 方向 的 紧 致 二 维 流 形 通 过 给 射影 平面 安 上 几 个 把 便 可 
得 到 ， 但 省 略 其 详细 讨论 ( 例 32.6 里 讨论 的 射影 平面 是 不 能 定向 的 
紧 致 二 维 流 形 ) . 


$33 HPNA NA 


EMKE, KAZEÆRŽ, k CK) >MAAERI. Ei 
TIRARA: HF KHERA H2 ARs, HRE CSI Cs 的 
闭 包 ) 的 限制 Alil SM 推广 成 从 包含 UO 的 平面 上 的 邻 域 
U(2 C800 8| MB C^ BÉ] h, U- M, h,,U-—M 是 MIRTA Z 
维 子 流 形 ) 。 这 时 ， 组 (OM,K, b) 叫做 二 维 流 形 形 的 三 角 曾 分 或 单纯 
割 分 。 当 放 能 被 三 角 神 分 时 ， 因 CK 是 紧 致 的 ， 故 朋 也 是 紧 致 的 。 下 
图 6.15 是 说 明 球面 S? 的 三 角 剖 分 的 一 例 。 一 般 地 说 ， 辣 样 定义 a 维 
流 形 的 单纯 剖 分 。 人 们 知道 任意 紧 致 流 形 能 够 单纯 前 分 。 其 证 明 
路 、 

设 给 定 了 二 维 流 形 及 的 三 角 宅 分 (用 , 民 , 有 ) .这 时 ,对 于 天 的 0 单 形 
P,1 I«ECP,,P.3,2 ACP Pi PJ ACP) ACCP PLI) ACCP,’ 
P, P1) 分 别 叫 做 M 上 的 0 单 形 ，1 单 形 。 2 单 形 。 以 玉里 的 术语 
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为 准 , 对 MM 定义 有 向 单 形 , 链 , 边 缘 ,… 
H,(M,Z) 5 H,(M,R) (p=0,1 


Ps. .X 


s ME 2: 390 ELT 


2). (Ho 3E M 66] — fads n, TRES 


图 6,15 


定理 06,3, H,CM,Z) 与 H,C(M,R) 
ASA BoB B: UR M CHER ME 
Z),H,CM,R),B,, (p - 0,1,2) 以 及 
下 不 变 。 

t (OM,K,h) 为 二 维 流 形 寻 的 三 
点 了 PP， 以 了 为 顶点 的 的 1 单 形 与 2 
章 形 全 体 以 及 {了 } 的 并 集 叫 做 以 PP 为 
HORER ARE 6.16)。 例 如 取 
一 个 星 形 ， 设 包含 于 其 中 的 2 单 形 为 
519529"…956 9 给 它们 安排 适当 的 顺 
序 使 s, 与 5,，52 与 ss yse 与 51 分 
别 只 以 一 个 1 单 形 CP,0,5,CP,0,, 
e, CP,,0,2 为 公共 边缘 1 单 形 OR 
RE 6.16)。 一 般 地 说 ， 对 于 二 维 复 
形状 的 任意 0 单 形 CPI， 当 以 了 为 中 
SC SE SEHE. 即 对 于 二 维 流 形 
二 维 多 面 体 流 形 

设 CKJ 为 二 维 多 面 体 流 形 ， iK 
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HEEE. AEX M S 
数 XCM). Rith HM, 

XCM) EHER M i E DRESS. 
角 判 分 。 这 时 ， 对 于 处 的 任意 项 


9, 


图 6.16 
DIERA CREM, LKIM 
WEAS M,K,h), [KO 


的 有 向 2 SJES, 与 s: 公有 一 个 


边缘 1 HOD (P,Q)。 这 时 就 说 :| 55 s. 相 邻 。 此 外 ， 妆 
9s, =(P,Q) +, əs, = — (P,Q) +… 

时 ， 就 说 两 个 2 HOD, 与 s, 的 方向 

一 至 P 


给 二 维 多 面 体 流 形 5 有 天] 的 所 有 2 
单 形 以 适当 方向 。 设 它们 是 5 ys ， 
“3 如 果 此 时 Sa 与 SB 1H 邻 ， Sa 与 g 


s 总 有 相同 方向 ， 就 说 或 CK] 有 e. 
向 ， 而 且 ， 此 时 说 $..52.-5. 有 dH 
则 方向。 当天 有 向 时 ， 显 然 玉 有 二 种 
方向 ， 下 列 事实 成 立 。 
当 二 维 流 形 下 有 向 时 ， 对 于 寻 的 任何 三 角 剖 分 M,K, h), WS 

面体 [ 玉 J 是 有 向 二 维 多 面 体 流 形 。 

《证 明 〉 几乎 是 显然 的 。 但 正确 的 证 明 咯 。 

定理 6.5 当 二 维 多 面 体 流 形 尺 有 向 时 ， 下 式 成 立 ， 

H,(K,Z)=Z, BB,=1 

CER KRAAN 2 单 形 si ,ss，,… ,5. AWASA, 任意 

取 吓 的 2 闭 链 >， 设 
2 0£-0,$,t 0,5, 9 0,5,,(0,,05,::,G, EZ) 
N z: EA, 
0-2z—23,95,- 0,09; + + 0,05, 
对 于 下 的 任意 项 点 P， 注意 凡 为 中 心 的 时 形 是 由 相 令 的 有 向 单 形 之 
列 而 成 ， 而 且 51,?;，… ,5; 有 相同 方向 ， MEIER E a = 0z 三 
-a, KB TEX (参照 例 32.5). 
z=8a(8$, +$, +: +3,), (acZ) 
H.(K,Z)=Z,(K,Z)={als, +3, + +5,)|aE Z}=Z 
B: =1 《证 毕 》 

在 以 上 证 明 里 出 现 的 2 HE 295, 52 eo o, 则 做 有 向 二 维 多 

面体 流 形 玉 的 基本 2 A. l 


6,17 
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定理 6.0 ”如果 二 维 多 面 体 流 形 开 不 具有 方向 ， 则 下 式 成 立 。 
H,(K,25)-(0), B,-0 
《证 明 〉 与 例 32.6 一 样 ， 可 证 明 此 定理 ， 但 略 其 证 明 ， 
到 目前 为 止 ， 在 本 节 中 所 述 定理 、 定 义 以 及 其 他 事项 ， 一般 地 
说 ， 对 于 维 流 形 政 及 其 单纯 前 分 OMQK,h) ar. mgl] n SEXE 
体 流 形 也 成 立 。 


$34 微分 形式 的 积分 


在 直线 R! 上 取 两 点 了 。,P，， 设 其 坐标 分 别 为 xuyxi， 当 xi 一 
&,.70 时 ， 就 说 有 向 1 单 形 (P，， 


P.) 的 方向 与 坐标 系 * 的 方向 一 i7 P, R` 
致 。 其 次 。 在 平面 R? E, 取 三 点 N 
P,,P,,P,, 设 向 量 P,P, PP, 的 / i 
7: 1 2331 73 Cp! , p* 5 , (45,475, 35 | DS Ns 
pig! 人 
P q Po _ 


时 ， 就 说 有 向 2 AE s= PoP 可 — 
P,) 的 方向 与 的 坐标 系 (%!,%?) 
的 方向 一 致 。 再 在 里 取 四 点 P。， 

-一 一 ”一 一 > —> 
PP, Ps WEE PQP,, PQP,, PaP: 的 分 量 分 别 为 (Pp',p’， 
D?) (9!,9?, q?), (r!,r!,r)), iu 
p! q! ri 
p? q? r? 
ip? q*? r? 
那 末 就 说 有 向 3 单 形 s = (P,,P,,P,,P IGI 5S R? iy b ZR Cx, 
x!,22) 27 8) — ATF TORRE XO R* AnA, Piga Pa) 
的 方向 与 R^ BERAG! e 的 方向 间 的 关系 。，“ 


图 618 
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在 殷 里 取 与 其 坐标 系 的 方向 一 致 的 有 向 n 单 形 s. 又 在 R A 
ERR n 次 微分 形式 6， 设 
0-2 flx! pe x ')dx! Ne Adx" 
6 在 s 上 的 积分 以 下 列 n 重 积分 


| 9 = -fi fess) dr de (34.1) 


来 定义 ， 以 左边 的 符号 表示 。 式 中 [了 3] 表示 单 形 [5 的 闭 包 。 

HAET n 维 流 形 型 及 其 单纯 剖 分 OL KI), Mig S Co = 
h(5) (sEKK) 包 含 于 一 个 坐标 邻 域 之 内 。 这 时 , 在 用 上 取 有 向 Pp 单 
形 0= (Po,…,Pp),， 设 Qo) = Po,…,h(O,) = 了 P 了 ,， 又 设 R^ 上 的 有 
向 单 形 s= HAAS R? 的 坐标 系 (x*!,…,%?) 的 方向 一 
致 。 再 设 在 M 上 给 定 了 上 p 次 微分 形式 o, 


h 
一 一 人 ~ 
6.19 
这 时 ，@ 在 5 上 的 积分 以 
f. o -Í heo . (34.2) 


来 定义 ， 以 左边 的 符号 表示 《对 于 符号 h 的 合 义 参照 $ 28), 其 次 
定义 om 在 -~-a 上 的 积分 为 
[ o= -| o (34.3) 


ik o 包括 在 戏 的 坐标 邻 域 O ER, O 里 的 坐标 系 为 (& un, 映射 
k CKM 的 局 部 表示 为 v= uhal, w), (h-1,--,n),. dn o 
在 坐标 邻 域 0 里 的 局 部 表示 为 | 
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w= I op, jdu Adu A Adui 


Aà«icesc] 
3 (u*,ui,--- ul) 
Til zd.- - 0 1 3 5 3 1 2... p 
3nj fo f f. Oj,...j d(x!,xI,-., X?) dxidx dx 
但 式 中 Ohi. = OL Cl (Ra uo x2) unl, x))) 


上 式 中 积分 之 值 与 O VJ AA ER ZR Qu, ut ) 的 选 法 无 关 。 
TFEXE RUE M E 893E RC p $£ c(CC,CM,R)), iE 
€-4,0, t :0,0,,(0, ,-,a, ER) 
但 01,… ,0, 表示 各 的 有 向 p 单 形 的 全 体 。 这 时 ， 定 义 @ 在 链 c 上 的 
积分 为 
E =a, | os E +a f o (34.4) 
用 左边 的 符号 来 表示 它 。 

斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 在 及 ”里 考虑 有 向 3 单 形 yo=(0， 
P,,P,PO ,如 图 6.20 所 未 .又 在 Rs l 
里 取 二 次 微分 形式 8， 设 8 共有 特殊 
的 形状 如 

O-f(x!,x*,x*)dx* Ada? 


这 时 ， 
一 3f H 2 8 
d$ = zari Ndx? Ndx 
; P,(1,0,0) 
4 | a8- [[ - M dx!dx?*dx? Mt 
^ Cn) ex 6.20 
JE af dx!dx^dx? 
oJo 0 ox 


sff va-e ess - f(0,x? ,2*)3dx'dx* 
oJ 0 
-ff ja-a —x3,x:,x?)dx!dx? 

040 


040 
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因为 
95, = (P,,P,,P,) - (O,P,,P,)  (0,P,,P,) - (O,P,,P,) 
所 以 从 9 的 形状 可 知 
| 0 = IN f - x? — x*,2* a*)dx?dx* 
(PiP: Ps) 0Jo0 


| 4 = Ff. ont nass 
(Pz Pa) oJ 0 


(O.P. Pa) (O.P: Ps) 
成 立 。 故 得 下 式 ; 设 8= /dx: 人 dxs， 则 
f. de-( © (34.5) 


95, 
然而 ，R: 里 的 任意 二 次 微分 形式 可 以 写 做 
0 = fdx? Ndx? + gdx' Adx? -- hdx' Nda? 

因为 (34.5) 对 于 gds! Ada? 与 hdx' Ada? 也 成 立 ， 所 以 (34.5) 对 于 
R? 里 的 任何 二 次 微分 形式 8 成 立 。 

以 上 所 论说 明 ， 当 s, 是 有 特殊 形状 的 有 向 单 形 时 (34.5) 成 立 。 
如 果 选 与 R? 的 坐标 系 (x1,xz: x?) 同 向 的 任意 有 向 3 单 形 s= 
QQQ) MFE R? 内 的 仿 射 变换 i R'—Rs$, Bp 

^x^-a;^ x4 b^ |o;^| 0 

可 使 在 此 下 Q, 150, Q, i—P,, Q, P, Q, P.L, xp, Æ 
9 下 ， 有 向 单 形 SEH So 3s 变 为 go。 对 于 任意 二 次 微分 形式 9, 
由 (34.5) 可 得 


f, acot) = |,, oa0 
。 | .sa ) = wu 
(参照 (28.10))。 因 此 | 
[,a0- [o (34.6) 
成 立 。 
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其 次 ， 如 果 取 nm 维 流 形 玫 的 任意 3 ecc M, RY ， 运 用 

《34.6) 可 见 ， 对 于 任意 二 次 微分 形式 o 
f do =Í o (34.7) 

再 次 ， 从 格林 定理 5.15 可 见 ， 对 于 与 R* 的 坐标 系 同 向 的 任意 
2 W s UER 上 的 任意 一 次 微分 形式 0, (34.60. Sr. MOT n 
维 流 形 性 的 任意 2 链 cCEC,( 朋 ,RR)) 以 及 任意 一 次 微分 形式 (34.7) 
也 成 立 。 

JEN XT MEH C^ ARE 0 次 微分 形式 上 以 及 型 的 04 链 efE 
C,CM,R)), it c-za,P,«- -+a, P, 定义 了 在 ec 上 的 积分 为 


[tontos n P) 
这 时 ， 显 然 ， 对 于 有 的 任意 1 链 cC(EC1(M,R))， 


far=f 
成 立 。 即 在 这 样 情况 下 (34,7) 也 成 立 。 推 广 上 述 事 实 ， 下 列 斯 托 克 斯 
定理 成 立 。 
定理 6.7 (斯 托 克 斯 ) 对 于 on ESUDM EX p 5E cc C,COM, 
R)) 与 任意 (O - D 次 微分 形式 6, 


f 4o- IN: 
RE. 


《证 明 〉 一 般 情况 的 证 明 略 。 但 一 般 情 况 的 证 明 方 法 与 了 = 3，P 
-2 以 及 n=2, p=1 的 情况 下 的 证 明 方 法 大 臻 相同 。 
例 34,1 EKR ZE E 内 给 定向 量 场 弟 ， 在 直角 坐标 系 (%,7， 
之 ) 下 设 其 分 量 为 (XY,, 了 ,了 .)，。 
CD 对 于 一 次 微分 形式 
o=X dx + X„dy+X,dz 
与 图 6.21 中 的 2 链 “， 适 用 斯 托 克 斯 定理 得 
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MEC 


«( 9X, IX, 


-2X Mas +( X, 一 x, yis: 


ox 2y 


)axay ] -| (X da X dy + X dz) 


即 得 向 量 分 析 里 的 斯 托 克 斯 定理 ， 
| (rotX )« NdA4 = MZ 


式 中 44 5 NA SIE 2E c 形成 的 曲面 的 面 素 与 单位 法 向 量 。 
(2) 其 次 考虑 二 次 微分 形式 
8 = X dy Adz — X „dx Ndz + X dx Ady 
如 图 .6.22 所 示 ， 将 立体 的 内 部 看 做 
二 个 有 向 3 单 形 oc， 运用 斯 托 克 斯 定 
理 则 得 


N 
BX 
A D 
图 6,21 图 5,22 
aX, aX, aX, 
ox * oy + dz )anayaz 


= | CX ,dydz + X ,dxdz + X dxdy) 


即 得 向 量 分 析 里 的 高 斯 散 度 定理 ， 
| (divX)dv = | X-NdA 
3Xm dv -dxdydz,dA 与 NN 分 别 是 30 的 面积 素 与 单位 法 向 量 。 
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835 高 斯 ， 崩 尼 定 理 《〈 大 范围 的 ) 


运用 高 斯 。 崩 尼 定 理 5.18 来 证 明 以 下 定理 . 它 叫 做 (大 范围 
的 ) 高 斯 . MEZE. 

定理 6.8 OSH- NO 设 二 维 黎 曼 空间 (M,g) 有 向 而 且 紧 
致 ， 则 下 式 成 立 。 


| Kdo = 2xX( WM ) 
M 


REKAM, gR, XCM) 为 用 的 欧 拉 示 性 数 ，。 

《注意 》 应 该 注意 的 是 上 列 等 式 的 左边 是 微分 几何 学 的 量 ， 而 右 
. 边 是 以 的 拓扑 学 的 量 。 

(EBD 如 取 用 的 三 角 剖 分 (MH,L,h) ， 工 为 有 向 二 维 多 面 体 的 
流 形 。 设 工 的 基本 2 闭 链 为 

€ —5, 5, 8, 
式 中 为 工 的 2 单 形 的 个 数 。 而且 取 有 向 单 形 ci = 有 si )，…，a = 
h(s,) 的 方向 与 用 的 方向 一 致 。 这 时 
c=0, +0, +- +o, (35.1) 

3M LORA 2 A. HEN - HETE 
(5.18) F ce (ac=1,…，r) 上 ， 得 


NET t [| ,Kao = 22- Gt — dai) 

= (7 ~ daz) - - d) 
OA dus Aa do, 表示 om 的 三 个 内 角 CS 
RE 6.23)。 将 上 式 关 于 a=1,…,r 边 边 相 


加 得 | ~ 
x. kds + X |, Kdo 6.23 
-gxr- XXC(x — Aa) + QU Ao) + GU — 44,92 (35.2) 


ibo. 与 中 相 邻 ,公有 有 向 工 单 形 r. 这 时 ,在 如 图 6.23 的 情况 下 ， 
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| kds =f käs + …- 
29a T 


| kds = -| Kds 十 … 
20g * 


故 E f, «ds=0 (35.3) 
其 次 ， 对 于 ce 的 各 内 角 ， 以 其 对 边 、 有 高 1 单 形 对 应 之 《在 
ou 里 THF 4a, TED 6.23 里 ， 一 个 有 向 单 形 与 o. 的 内 角 
Aa. 与 og 的 内 角 do, 对 应 。 故 在 (35,20 右边 第 二 项 
DCE- Aa) + (1— A,,) 十 (一 4,23 
里 (7 一 和,) 的 个 数 为 工 里 单 形 的 个 数 9 的 两 倍 29。 因 此 
EC rM 十 《 工 一 Az) + (x= 4.) 


= 2ng — E (As, + Aa + Ao,) (35,4) 
又 设 工 里 0 单 形 的 个 数 为 P. 显然 
L (Aa, *44 Aa) -2zp (35,5) 


于 是 ， 将 (35.3),(35,4),(35,5) 代 入 (35,2) 可 得 
Ef, Kdo = 2a (p-q +r) = 2aX (K) x 2nX( M) 
然而 左边 显然 是 
[ Kdo = 三 | Kdo 
M a JIa 
故 定理 6.8 得 证 。 CGE) 


$36 MEXR 


FE ERITEM, g). RE (OM, 里 的 开 域 DD 中 给 定 了 单 
位 正 交 标 架 (Pel1,e,) (参照 $ 21) 。 这 时 ,在 DD 里 唯一 地 存在 两 个 
”一 次 微分 形式 01,0, ， 并 满足 
oj(ei) =ò, 《27=1)2) (36.1) 
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TUE RAE OD, oo. 的 局 部 表示 分 别 为 
o, —-b,jdx!, os 一 DoidxXi 
运用 (36.1) 与 (ej,e;) =ò; 得 | 
gj, 7b, b, v b, jb, 
即 线 素 ds = gjidxidx! 在 坐标 邻 域 DO 里 可 表示 为 
ds? = (0,)? TO) (36,2) 
因为 e, 与 e. 形成 单位 正 交 基 ， 故 Ve; 与 e: 垂 直 ， Ve: 与 
e, H. KIG 
Fee — P(ei)e,, Ve: -9(e6;)e, (36,3) 
X o 为 定义 在 九里 的 一 次 微分 形式 ， 叫 做 黎 曼 空间 M, o) 的 《在 
Di) 联络 微分 形式 (参照 3 21). 运用 (36.2) 与 (36.3) (参照 习题 
四 之 3(p.150) 得 
(do,)(e,,e,) - e,0,(e;)  e,0,(e,) - o,(Ce,, 017) 
-0-0—o,(gy, e; -Pee,) 
= 一 Oil(9(el)el 一 中 (ez)ez) 
-—9(6,)0,(0,)2 一 中 (el) 
— (9^0;)(0,,0;) = 一 [外 (el)Oz(ez) 一 中 (ez)oz(el)] = 一 中 (el)》 
lo,+ 中 人 os =0 
HE do,- po, =0 
do, + 中 人 oa, =0 
do,—-9Ao0,-0 
Jos mMgcEe S zs ROM Se HOMER TT ER. BRn)8 (36.32, 可 作 下 列 演算 
R(e,,e;e, =Po a -VoVeti Ceneta 
=p af- ples)e} -pe{— pe)e} +p (Le,e, 22e, 
-(ei(o(e,)) - e, {p(e,)}— (Ce, ,0,2)Je, 
-(do(e,,e,)Je, 
然而 根据 (23.19) 可 见 ，( 型 ,g) 的 曲率 尺 由 下 式 决定 。 
K= — (R(e,,e,)e,,0,) 


(36,4) 


i 


n 


Kz-dq(e,,e,) 
do = Ko, A, (36.5) 
上 面 出 现 的 de mf M ,g) 的 曲率 微分 形式 。 整理 上 述 事实 ， 得 到 如 
TEM. 
定理 8.9 dE ig ERREUR (Mg) HARD HE ROLIEXCES 
(Pie, e NH, FRES. 
ds? = (0,)? + (0:,)? 
do, tpo: =0, do,- po, =0 
dọ = Ko, A0, 
式 中 扩 为 (到 ,8) 的 曲率 
最 后 证 明示 列 定理 。 
定理 6.10 设 ( 玉 ,5g) 是 紧 致 、 有 疝 的 二 维 黎 曼 空 间 。 如 在 OM, 
#) 上 存在 到 外 不 为 0 HARA, T 
X(M)=0 
《证 明 》 因为 下 到 处 不 为 0 ， 所 以 令 e,=X/XI 时 ， 则 e, Æ 
M 上 长 为 1 的 向 量 场 。 适当 地 取 长 为 1 的 向 量 场 e。 可 使 el 与 es 形 
成 单位 正 交 系 又 与 于 的 方向 一 致 ， 故 可 在 玲 整体 上 作出 单位 正 交 标 架 
(P, e,,e,), in HGEPB 6.9 HE e, 5 e, 的 方向 使 得 到 的 体积 素 
为 do = %@, 八 @s 参照 定理 4.9) 可 见 
dq = Ko, A o, = Kdo 
在 于 整体 上 成 立 。 然 而 根据 斯 托 克 斯 定理 


fa- | y=0 (v əM=Ø) 
M aM 
再 运用 高 斯 。 崩 尼 定 理 6.8 得 

o= [ do - f Kdo = axem) 


X(M)-0 E 《证 毕 ) 
故 在 有 向 二 维 流 形 太 上 存在 到 处 不 为 0 Hr] EEG X Hy, LM "355 
面 同 肚 。 反 之 ， 在 环 面 上 存在 到 处 不 为 0 的 向 量 场 。 


一 - 239 一 


$37. 上 同调 


n 维 流 形 吾 上 的 p 次 微分 形式 的 全 体 所 作 的 集 以 CM) 表示 ， 
则 外 微分 算 子 & 是 有 下 列 性 质 的 映射 。 
{0}<——C" (M) —C^7! (M) — 
eL. M ) e -01 (M )— C^ (My 
而 且 d* -0, 故 
(0) ——4C»( M 3«——C»( M) 
成 立 。 


a> 


Z»(M)-(ocC*(M)|do-0) (p>0) 
Br(M)= {do|oEC? I M)} 
特别 是 定义 
B'(M»-(0) 
Xi, E C"(M)=2Z"(M) (n-dimM), 

CLM) 可 以 看 做 实 向 量 空间 。 这 时 ，Z2( 对 ) 是 CM) WFS 
f8],B^ (MD 是 Z^» (1) 的 子 空间 . Zec M) 的 元 叫做 p 次 闭 微 分 形式 ， 
B*(M) 的 元 叫做 p Zoe s MEA ER. HEIL ELE IRI 

H?(M) «Z*(M)/B'(MD, (O<pan) 
WHg oU M i p KEARE, 

B 37.1 试 证 下 列 事实 。 

O) 如 果 对 是 连通 的 ， 则 dimH?^(M»5-1 

(2) 如果 型 为 实 直线 尽 。 则 

dim ^ (My -1, dimH!(M»-90 

《解答 〉》 (1) AURRR/CZ'OD, Wi / 25; C* EHE EE. df -0. 
困 8 刀 是 连通 的 ， 故 f 一 定 。 从 而 dimZ'(M) =1。 然 因 dimB' (M) = 
dim(0) =0， 故 

dimH"(M)zdimZ^(M)-— dimB^ (M) —-1—-0-1 
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(2) 首先 根据 (1) 知 dimH'(M)=1. 
其 次 任意 取 一 次 微分 形式 0 =w(%)dx。 令 


f= 人 emas 


则 o-dfCcB(M) 
d CUM) -SB'OUM, 然而 CQOU 5 Z!' OD 5 BO, d ZU = 
B'CMD, BrVI 
dimH (M) = dimZ'(M)—- dimB!(M)-0 GE) 
3X MOGNOUE., e.M—N H C West, MAE R pE S} 
Pa:CP(N)—>Cr(M) 
如 于 》28 所 述 。 又 由 (28.13) 知 
doP = quod 
成 立 。 故 Px 在 Z^(M) 与 Bs(M) 上 的 限制 分 别 为 
qa:2?(N)-—>2? (M), pss BrCN) ->B? (M) 
于 是 可 按 自 然 方法 定义 线 竹 映射 
Sy. H24(N) H^ (M) 
特别 设 1M ——N DUE B)0t4 ASA Duj 
PMN, oq, NM 


ADAE CT ERAT, 
q.42(971)4,C^ (M) —C? (MD, | (97 Dog, Cr (N) C? (N) 
RESE. B 
qu C^ (IN) C? (M ) 
是 从 C^ (N) 8] C? CM). 上 的 同 构 映射 故 
Qa H^ (NV) H? (M) 
也 是 从 H^ CN) 到 HM) 上 的 同 构 映 射 。 总 结 以 上 事实 ， 可 得 下 列 
定理 。 
定理 6.11 如 果 两 个 流 形 开 与 六 微分 同 且 ， 那 末 
H»^(M)—H*(N) 


《 即 H*CM) 是 于 的 拓扑 不 变性 质 ) ， 
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对 于 ja E Z^(M), i 9€,-o,CB*(M», MEE (P-1) 次 

微分 形式 满足 
ol 一 os =adn 
这 时 ， 就 说 o, 与 o, 上 局 调 ， 这 个 事实 用 o ~o, 表示 。 特 别 是 
eo, 是 恰当 微分 形式 时 ， 即 存在 P-D 次 微分 形式 < 满足 
0, -dx 

了 时， 就 说 o@, 上 同调 于 0 ， 这 个 事实 用 e.—0 don. BD HEM) 是 将 
Z» (M) 用 等 价 关 系 一 分 类 而 得 的 等 价 类 全 体 所 作 向 量 空间 . 


$38 同调 上 同调 


it n REMERA, (OM,K,l0M B —jfam o. MEM, K, hy 
来 考虑 。 取 闭 链 Zi Z: EZo(M ,BR)， 设 zi 一 zz。 又 取 闭 形式 0,0 E 
Z*(M), & or~o EE 
z,—-2,-9€, (CC C,,,CM,R)), oo; 一 ob -dx, (xc C? !(M»5) 
成 立 。 运 用 斯 托 克 斯 定理 并 注意 de.-0 与 az, = 0 则 得 


f. Q2) =f Oo, -| do, =0, | @ -ef dx= f n=0 
PERSE 3c e Zi Zi LES 
f, e, ET -|.。， 


同 理 fie =f, 0 


因此 fo =Í, o, =f, o, -| ©, (38,1) 
t&zcZ,(QONLR) 的 同调 类 用 GJ2€H,CM, R) ER, BS 
ocZ^(M) 的 上 同调 类 用 [wj EH?(M) 表示 ， 则 由 (38.1) 可 见 下 列 
EX: FEX l 
CORC] ocR (38.2) 
则 右边 的 积分 值 与 [55 的 代表 元 了 和 [5o] 的 代表 元 @ 的 选 法 无 关 , 由 其 
两 类 (22,003 mÆ. BU KCI, Coy mg (2€ H,CM,R) 与 Co) c 
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H*CM) WAR. ERE, ME [o] 而 变动 (1, WK Co RER 
向 量 空 间 H, M,R) 上 的 线性 函数 。 即 五 ? (用) 的 各 元 Co 定义 H, 
(M, R) 上 的 线性 函数 。 故 对 应 Lok Co REA HM) A 
H,CM,R) 的 对 偶 空间 H,CM ,R)* 中 的 线性 映射 
ip:H?(M)>H,(M,R)* (38,3) 

就 此 ， 下 列 定理 成 立 。 l 

定理 6,12 (de Rham) KAEM Pp RELRAAR He(M) 可 
5 p ERWE H, (M,R) 的 对 偶 空间 H,CM,R)* 等 同 。( 即 (38.3) 
的 ip: Hf(M)AH,CM,R)* 是 从 H? M53] H,CM,RO* 上 的 同 构 
映射 )。 i 


《证 明 》 AE. 
从 定理 6.12 可 知 以 下 事实 。 , 
dim’ (M) » dinH,( M,R) =, (38.4) 


xm Bs MH p ENR. 

定理 6.18 KAREM EH? 次 闭 微 分 形式 为 恰当 微分 形式 的 充 
要 条 侍 是 ， 在 对 上 的 任意 呈 闭 链 上 % 的 积分 为 0， 

(EBD 首先 设 e 为 恰当 微分 形式 。 即 设 。 =dx 。 故 对 于 任意 


p 闭 链 e, 
E -| a7 [n0 C 26-70) 


kc, EER pH e. FE 


[^ 


MKC, Coy 20. KA c 是 任意 取 的 ， 故 由 定理 6.12 $003 = 0, BJ. 
o-dxt (xnCC?"!(M)), GERD 


339 调和 形式 


设 二 维 黎 曼 空间 (MM ,有 向 ,并 设 在 了 的 坐标 邻 域 O 里 给 定单 位 正 
交 标 架 (P;e， ;6 ), 对 于 由 (36.,1) 决 定 的 一 次 微分 形式 ©, 5 ©: Xd 
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oliAo: 与 (M,g) 的 体积 素 do =y EdaxziNAdx: 一 致 (参照 定理 4.9). 
任意 取 了 上 的 一 次 微分 形式 b9， 设 8 与 9 在 0 里 的 局 部 表示 分 别 为 
0-68,dx! 20,0, -0,c,, 
p= Fd =p, 9,0, 
-这 时 ，C” 函数 
(9,9) = E50i 和 ;= ggi+gsg， 
叫做 8 与 o 的 内 积 。 
对 偶 形 式 ”对 于 一 次 微分 形式 8， 定 义 一 次 微分 形式 #9 使 得 
pA (68) = (p, A0, (39.1) 
对 于 所 有 的 一 次 微分 形式 成立 ，#9 叫做 9 的 对 偶 形 式 。 紫 9 具有 
以 下 局 部 表示 。 
#0= —0,0, 90,0, 
-—(/gtug^0,)dxl, g-det(g;) (39,2) 
式 中 运用 了 下 述 事实 。 即 
v/E £4 7 A/ E 65 70, V Etu7 -V Bu RE (39,3) 
oA SEVE edx! Adat =,/ g dx! Ndx? (39,4) 


RL. XA (Mg) AÉ, WV Een 是 定义 在 整个 用 上 的 (0,2) 阶 反 
称 张 量 场 的 分 量 ， 而 且 《〈 参 照例 22.2) 
Pal EEn) 50 (39,5) 
再 由 (39.2) 显 然 可 见 
a(s) = —0 (39,6) 
成 立 。 
【问题 39.1]】 试 证 上 述 (39,2)。 
总 结 上 述 事 实 得 下 列 定律 ， 设 f 为 任意 C” 函数 ，8 与 p 是 任意 
一 次 形式 ， 则 
' sx (fO) =f( #0), + (0p) - &Ü e 
(2002-8, 8AC* 9) gAC&9) 
XPTMEN)PC* HER f, 定义 二 次 微分 形式 * 为 


[ (39.7) 
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*f- fo, Ao, 
=y g fda! Ada? = Sf Etude! Ada! (39.8) 
xf 叫做 f 的 对 偶 形 式 . 
再 设 x-fo,Aeo. 是 M 上 的 任意 二 次 微分 形式 ， 对 此 形式 定义 
C^ 函数 * zx 为 
xx-f (39,9) 
«x UK n 的 对 偶 形 式 。 令 


n= Jandal Adai 


1 
pu t=; 


RH (1/v D)” 是 定义 在 整个 必 上 的 (2,0) 阶 反 称 张 量 场 的 分 量 、 
此 外 尚 有 “(参照 例 22.2) 


Zr ED (39.11) 


总 结 上 述 事实 ， 得 下 列 定律 Gf 与 8g 为 任意 的 C” 国 数 ，r 与 
o 是 任意 二 次 微分 形式 ， 则 
+ (f+g)=*f+*»g *(natro)=*r+t#*o 


(39.12) 
*(*f/)=f *(*0)-0 


再 将 上 述 事实 整理 一 个， 可 见 算 子 * 是 如 下 映射 。 
x CO (OD) C? (M), «C OBPD)|CTI OM), * ,CGXIIDm (OI 
余 微分 〈codifferential) 在 有 向 二 维 黎 曼 空 间 OM. 上 ， 所 请 


余 微 分 算 子 就 是 映射 
$,C*(M)--C (M), 5,C OD) C NM), dC (CM)->{0} 
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分 别 定 义 如 下 。 
对 于 二 次 微分 形式 o, 


$o0-—-*d*o (39.13) 
对 于 一 次 微分 形式 9， 
58-— xsd»0 (39.14) 
对 于 ”函数 f, 
3f=0 (39.15) 


i& Rd (G9.6)55(39.12) 8] A, (39.132, (39,14), (39.15) 分别 与 
*60-dxo, «60——d«0, «óf-d»«f(-«0) (39.16) 
等 价 。 以 下 证 明 下 列 公式 。 
公式 87=0 (39,17) 
《证 明 〉 对于” mE f, 
òf =(P 500) 20 
对 于 一 次 微分 形式 8， 
528-5(8500)-0 (… 88c C' CM») 
对 于 二 次 微分 形式 , 
to = (60) = —«dx(— *»dso0)- *ds *d*a 
=— *di*w=0 ('7d'-0,* 9-—9) GEE) 
拉 氏 算 子 ”在 有 向 二 维 黎 曼 空间 OM. 里 ， 算 子 
4, Cr(M)>CrM) (p=0,1,2) 
的 定义 是 
4=d35+5d (39,18) 
"nce e. 
例 39.1 设 C^ HX f， 一 次 微分 形式 6， 二 次 微分 形式 x 的 局 
部 表示 分 别 是 


fs 0 = 9,dx!, T= uds! Ades 


试 证 下 列 事实 ， 
(1) 80 的 局 部 表示 为 “89 = -gyd ， 


(2) Bx 的 局 部 表示 为 8r= — (g^ pns ds! 
《3) Af 的 局 部 表示 为 A= -aUpuayuf 
(4) 40 的 局 部 表示 为 ”46= -~ (gp 7 p90 R0, da 
人 式 中 设 利 齐 张 量 Rie 的 分 量 为 Rj;:，R;* = Ripg? 
《解答 〉 (1) 运用 (39.5) 与 (39,.11) 
&0- (g Engt, da! 
S d*0= - GE eng’? Vage 一 V E tu 8^ Vg, dx* Ada 


= —gy, v/ 8 dx! Ndx? 
80= «d*0—— gs^y,9, 


I I 
(2) *n-0 VE elin; 
1 1 ， 

M den-—y vg CI eso 
bup-- *d*z- VE t go? (让 p ony ye 

= (g??p n, dx!  (g'?p, mds? 
6 5r= — (EPV pTi) dx! 
€3) df - (y, dx 

9(df) = —g'p,yif 

4 Af =dòf + df =0+ df) = — giy;pif 
(4) d58- —d(g*?p,g,) = ~ (EPV Vdp dr 


8d0 = -LCC 9; - p ,9da! Adai) 


- g?p,Q phi- p;9,)dx! 
- (EPP V oO ds! + (gt?p7,9,5dx! 
^ 040-2d584 5d0 = — (gp p, 8, dx! 

-g't(p yg, ~ Pri dt! 
= — (8P od; — g:? R;,,0,)dx! 


1l 
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s 485 EPP- R!0)4dx! 《证 毕 》 
公式 EPE E (39.19) 
《证 明 〉 运用 (39.7), (39.12), (39.16). HF P RADER o， 
*/o-x(dé4q954)0-(-1)?(65*0—-d xd)o 


= (d+ dò) * o - Á*o GEHE) 
调和 形式 ”在 有 向 二 维 黎 曼 空 间 ( 于 .85) 里 。 如 果 丰 次 微分 形式 œ 
满足 
Aw=0 


Bj, o nk p 次 调和 形式 ， 由 (39.19) 可 见 ， 下 列 福 质 成 立 ; 
如 果 o 是 调和 形式 ， 则 -o 也 是 调和 形式 。 
《注意 》 一 般 地 说 ， 在 n 维 黎 曼 空 间 ( 玉 ,85E) 上 ， 由 (39.1) 定义 
映射 | 
x :CrCM)->C"-? (M) 
而 对 于 P 次 微分 形式 o 定义 dbo 为 
ó]oz(—1)n*t*!sdx 
Wii ò, C^(M)—C^7! (D, (0 
5, C Of (0) 
于 是 对 于 p 次 微分 形式 o, 
| ò =0, 未 w=(—1)?"- ro 
成 立 。 除 此 之 外 ， 
*A=A* 
ERZ. k MoD 的 了 次 调和 形式 的 全 体 所 作 实 向 量 空间 为 H^ 
COMO, T) e 决定 如 下 映射 
x ,H»(M)—H*-'(M) (39,20) 
Eie * P, H?(M) 5 H?7'(OM) A. 
一 般 地 说 ， 对 于 有 向 n 维 黎 曼 空 间 的 0 次 ， 一次， 二 次 微分 形 
式 , 例 39.1 的 公式 照样 成 立 。 而 同样 的 公式 对 于 Pp 次 微分 形式 来 说 在 . 
推广 了 的 形状 下 也 成 立 。 但 略 去 。 
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在 本 节 里 假设 (W , g) 是 有 向 ， 而 且 紧 致 的 二 维 黎 曼 空间 。 户 EE 
COM) 的 内 积 的 定义 是 Cfog) = 18。99ECIMN) 的 内 积 的 定义 是 
(0,q) = g!'0,o;, EI} 8=6dxi 中 = 9idgxi 分 别 是 9 与 e 的 局 部 表 
m. 0,21€ C! CH) 的 内 积 的 定义 是 


(0,2) = g*lg?!o, m; 
但 设 = d oda! Adat, A = Ad 


分 别 是 @ 与 7 By Am. 
其 次 定义 orEC2(W) (p=0,1,2) 的 《大 范围 ) 内 积 为 


(0,7) -Í (o,1)do -| OAN (40.1) 
M M 


Xm do M ,8) 的 体积 素 。 下 列 性 质 成 立 。 
(90,0)220; (0,09 -0«—»0-0 (o€Ce(M)) (40.2) 


(0,05 = <n, 0> 
(0,12,9C C?^(M)) (40,3) 
aw + bx,n» = a(o,n» + b(x,m, . 


式 中 4 与 6 是 常数 。 尚 有 以 下 公式 成 立 。 
公式 
do,n) = (0,5n), (oC C*(M), nc C?*  M)) (40,4) 
(ESI) d(O/A n) doA «mn C7 1)*oAd «m o 
-doA*n-oA*((—1)? ! æ d*n} 
—-do/ *n- 0A * dn 


o-[ d(o A * 0) =f 20A 2n -| oA * on 9M =0) 
M M M 


= (do,n) - lo, ðn) (证 毕 ) 
下 列 公 式 成 立 。 
公式 
€40,05 = ($0,060) + (do,do05, (o cC»*(M)) (40,5) 
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《证 明 》 (40,0) =l (dð + 52) 0,0) = (d60,0)  (9do,cy 


= <a, ĝa) + (do t do) | (证 毕 》 
下 列 公 式 也 成 立 。 ^ 
公式 ， 
do = 0¢=>do =0, 90-9 (40.6) 


《证 明 〉 首先 设 ge =0，8o= 0， 则 
Ao =ddo + òðdo =d0 + 890=0 
反之 ， 设 4o = o, Xu] l 
0 = €40,05 = (99,50) + (do,doy 
然 因 (99,9o05»20, (do,do»20, W 
(90,505 =0, (do,do) «0 


s òo =0, do-0 《证 毕 》 
即 下 列 定 理 成 立 。 

定理 6.14 在 有 疝 、 紧 致 的 二 维 黎 曼 空间 (Mg) 上 ， 微 分 形式 
o 为 调和 形式 的 充 要 条 件 是 : l 


do -0, ðw=0 

特别 是 C" gf JUR ER CO 次 调和 形式 ) 的 充 要 条 件 是 f 一 定 . 

人 们 知道 下 列 定理 。 

定理 6.15 在 有 疝 、 紧 致 的 二 维 黎 曼 空 间 (M,&g) Ls XF PK 
上 同调 群 H^OM) 的 各 元 ， 必 只 存在 一 个 卫 次 调和 形式 包含 于 其 中 ， 
用 此 次 调和 形式 做 为 各 元 的 代表 元 得 H* OM). 与 HOD. (参照 
P-248) 同 构 。 | 

《证 明 〉 ii. 

定理 6.16. 在 定理 6.15 HREF, MNE AH 

B, = dimH? (M) = dim ?(M) 

决定 。 

《证 明 〉 由 定理 6.14 可 见 ， 显 然 成 立 。 

《注意 》 一 般 来 说 ， 对 于 有 向 、 紧 致 的 n ARSTE {WM ,8)， 
定理 6.14, 6.15, 6.16 成 立 。 又 由 前 节 (39.20》 可 见 如 "(MH〉 和 与 
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H-*(OW) A, WETIRE K 
8,-B8., (40.7) 
Jr, Wn 
H*(M)—H'-'(OMD (40.8) 
成 立 。 (40.7) 55 (40.8) P CHE Tn SE EE BEES XR. 
格林 公式 E (Ma) 为 有 向 、 紧 致 的 二 维 黎 曼 空 间 ， 丰 为 及 上 
FRKE, X =X'3/3x 为 在 的 局 部 表示 。 又 设 一 次 微分 形式 羡 为 
u-Xdx (X;-gi;,X9» 
ju d*u-d((/ g t4g89^X ,)dx*3 
=- EPV X, Eng y X pdx! Ads? 
o —(gUyX,) y gdx' Ndx? 
= — (divR)do (divX -p;X) 
- f divXdo = -Í d*u= -| *u=0 (ƏM =0) 
M M a M 


整理 一 下 ， 得 下 列 定理 。 
, 定理 6.17 (格林 ) 有 疝 而且 紧 致 的 二 维 黎 曼 空间 M,e) EE 
意向 量 场 下 满足 

| aivxar=。 (40.9) 


式 中 do 是 (及 ,8g) 的 体积 素 。 

《注意 》 一 般 地 说 ， 对 于 有 向 而 且 紧 致 的 7 维 黎 党 空间 COM ,8)， 
定理 6.17 照样 成 立 。 

在 研究 紧 致 黎 曼 空 间 的 性 质 时 ， 在 上 述 定 理 里 所 说 格林 公式 
(40, 9) 起 重要 的 作用 。 


习 题 六 
1. 给 球面 安 上 p( 关 0) 个 把 得 闲 曲 面 S*。 对 于 和 它 同 路 的 二 维 
黎 曼 空间 〈M ,gE)， 试 证 下 列 事实 。 
(1) 如 果 P= 0， 则 关于 曲率 玉 ， 存 在 KO)08AP. 


(2》 如 果 P=1， 则 存在 K(OP)-OBMAP. 

(3) 如 果 P> MEE K(OP)-otSA P. 

2。 RM, OHAR., BRON ARREA, XPTM EB Ct B 
数 f， 试 证 下 列 性 质 ， 


(1) | Afdo=0 

M - 
(2) — Af? =2fAf+ Afl 
(3) [rame - - [ierisdo o 
e [ /414o 0] = 常数 


(5) 如 果 Af >0A <0), W 4/20, J E. 

3. 设 欧 氏 空间 EE? 于 的 曲面 5 的 局 部 方程 为 x=x(u!,u*)。 试 
证 以 下 性 质 。 

D SOBRE diii TIS SE AR TEE 


eos cll as)-? 
(2) 设 位 置 回 量 x(u!,u? ) 的 分 量 为 xQCu!,ui 5, yCu!,u? 5, 
z(u, u’), Wi S 为 极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 
Ax=0, Ay=0, Az=0 
即 x,y,z 为 S$ 上 的 调和 也 数 。 

(3) 在 五 ”里 不 存在 紧 致 极 小 曲面 。 

4. .对 于 三 维 流 形 时 ， 试 证 下 列 性 质 。 

0) ocZ?(M), nCZ ( M)—oAncZr?':(M) 
oCcBe(M»), nE Z:(M) —9oAnxC B+ M) 
ocZ?*(M»), xc B''M) s oAnxcBht*(M) 

(2) 令 

| ZM) = ZAD, B(M)- 3 Bre), HOD - Y H? (OU) 


Imo {mQ F 0 


WM, ZOM) 是 以 外 积 为 乘积 的 多 元 环 。 
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(3) B(M)(CZ(MN)) 为 20M) 的 理想 。 

(4) H(M)  Z(M)/BCM) 《MU 做 六 的 上 同调 环 》.。 

s. 对 于 有 向 、 紧 致 的 流 形 W， 设 豆 *(M) 为 p 次 调和 形式 全 体 
所 作 向 量 空间 (固定 履 上 的 某 黎 曼 疫 量 g KZE). REFIR. 


(1) (0,2520, (ocH?(M), xcdC»*(M)) 
(2) (0,5) -0, (oC H*(M), xncàCor (My) 
(3) (0,2520, (oCdC»*!cM), ncóC»*1(M)) 


. 


3j B Ww Z 
第 


— “ 章 
$L. [问题 1.1] (OD 4.4=1，24.4 =0，… AA! 29 
(2) 显然 。 
【问题 1.21] (D ASAA, n JANA =A A 
(2) (A-B? - A'. B)’  A'- B? + A. B" ~ A”. B- A’.B’ 
= A.B" — A”.B, 

(3) |4, B,C|/ - (A-CBx C) =A: (Bx C) 4 A-(GI! x €) 

+ A-(B x C^) - | ABC| + | AB'C| + | ABC!|, 
$2 【问题 2.1] 显然 。 
【问题 2.2] ds/ds-1, n s-s-a, 
$3 【问题 3.1] 根据 定义 作 计算 。 
【问题 3.2] x=vt, x-vtc-vi-ot-v(xvn) = vt -x«v?n, 
【问题 3.3] 从 公式 3.15， 显 然 。 l 
【问题 3.4】 从 公式 3.15, BR. 
【问题 3.5] 设 % 轴 与 的 来 角 为 0, W) “=d8/ds。 然 因 0 = 

tan™ f’, Mu K= FY 


3 E 一 
. 3v 2 sinh2ec. 
2. (D 运用 弗 雷 内 公式 。 
(2) 运用 〈1) 的 结果 。 . 
3. (D 试 曲 线 的 方程 为 x =x(s)。 因 切线 通过 定点 ， 故 存在 某 
函数 f(s) 妆 0 使 得 x(3) e f()t-a CETIBO, ^x" e f't- ft 0, 
(Qt fot-fkxnz0, ^ 1-/^20, fx=0, — k=0 
(2 t=a Cii) ." t/-0, 
4. (x-c).(x-c)sa, (c 为 常 向 量 ) , (x—-ce)*t-0, 
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k(x—e)sn+1=0, K0 Ziy,(x—e):n- —1/x, x/n+ (x—c)en 
-Q/xYy, (G-e)«(-tesb) = QL/O!, WS (x-et-0, 所 以 
(x- c)*b o kw /kT (TS0)。。 (x76) — (1/k)a t («'/k?x)b, 
然 因 (x 一 e).(x-c)=a*， 故 得 所 求 公式 . 

5. 运用 4 的 结果 。 

6. 运用 2.(2)。 设 P, Q 分 别 为 x0), x(s), Mj PỌ? =s? 
:1- 05$/12)5? + +), PO 251 - (61/12)5* ++)" = s(1 + (K3 /24)5? 
Toe)-5-.(/G/24)s53 +, 故 (PO - s)/s* 2/24, (s—0). 

7. (1) dx/ds-t/ e Wt ehkn, d x' | dx/dse—h 21-0«&-— 
h--scc, 

(2) dx/ds -n,d* x/ds? - (dn/ds)(ds/ds)"! - (—xt + «b) 
-(d$/ds)"!, 
然而 (d$ /ds)? = ||dx/ds|* = (e - s)*«* 
k? = [|d*x /ds?|* = || 2 «t sb]? /Ce — s)*? 
— (Kk? p 1?)/(0— $)?? 

8. 令 x(s)-x(G) € p(s)nC). |dx/dsl| = ||E + o^n + pC— «t)| 
-p GE pm) A [tax /asllas = [pas - oc. 

.9. x-agxg, x-agxgctagxg-agxg, x-agxmg 
*egXg, W isgz|-1, k glg. ~ j =el P., zxx*-a 
-lggglg . ^x-|xxx|/Ixl*-|gggi/2algl =0 [x xx| =a? 
*[ggg|^ -—*-|xxx|/[xxx|*-a" 、 

10. dx/dt-f, dy/dt =8。 因 与 母线 夹 定 角 ， 故 cosas (dz/dt)/ 
V+ at， g?-cot'a(f? + gi)yz- & cota |v}? + g? dt 

11. f.dæx+f,dy +fdz=0, g.d% + g,dy +g.dz=0, 

f, ^T F> fol; . 
Ey 8i 8., 8 i 8s Ex > 


故 切 向 量 的 分 量 为 . | EE 


Mo dxidy :dz=| 
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(| H| H P I ^p) 
. Ne, Ep E: gP [Es 8, 
| XI y zg | 
x" y zt j= 
| xl yon | 


— asint gcost q^ 
~ aGcost -asint p” 
asint —acost q'/^ 


* 12. = 0， 


a?q'" + atg =0 .9 = dcost + Bsint, oe —-pcost - qsint +r 
Ps 9, r 为 常数 ) 
13. (D , (2, (2 显然 。 
第 二 * 

$5 【问题 5.1】 此 曲面 的 参数 表示 可 以 表示 为 *=W，Y = 
zzf(u,v). MK 
(25/20 day /0u 220 (1 0 f. 

x/0v 0y/0v 0z/9v 0 1 f, 
的 秩 等 于 2， | | 
$7 【问题 7.1】 (D, (2 省 略 。 

【问题 7.2) 显然 。 

【问题 7.3】 从 Xf 的 定义 显然 。 

【问题 7.41 (D ，(2) G) 显然 。 

【问题 7.51 CX, Y (feo =X Y cfg) — YCX cfe - XY Dag 
+f gp-YoXpeg--fiXgn-s«XY fg e (Y D)OXe) +t (Xf QY e) 
tff XYg) - (Y XDbg - (发 Ye) - (Yf) (Xg) ~ f Xa) 
-(QX,Y150g + f/OX,Y120. 9$ XIV. 

【问题 .7.6] 设 1 为 任意 的 C" 函 数 .[X,[Y,2Z]]f=X(LY ,2Z]f) 
_[Y,Z]1(X/)=X(YZ1- ZYf) -YZXf 4 ZYX[ - XYZf - XZYf 
-YZX[«ZYXf. | 

eCEX,DY,233/ +[Y, LZ, X] f 4 LZ, LX, Y 31f =0 

【问题 7.73. 计算 CX,Y 3v! 与 X,Y, 

$9 【问题 3.1】 (D, (D 显然 。 

【问题 8.2) (D ，(2) 。 CD 根据 定义 计算 之 。 
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【问题 8.3] 用 参数 表示 =f) v= 表示 此 通 解 。 显 然 。 

【问题 8.4】 根据 (8.140 BA. 

$9 【问题 9.11) 显然 。 

【问题 9.2] 显然 。 

【问题 9.3] 根据 (9.18) , EO UO E, det(H;,) = (9(u,v)/ 
3(u,9))det(H,,)), WE detu) = (9(0,v)/2(u,v))det(g;D. d 
在 0nomk-k, 

【问题 9.4] dk P, f=0, j.-/,-0, N(O,0,D. dk 
fC(x,y) 2 fP) e fF CP) 8 f, (or Fast eaa yr 
tfQCO)y)? + GA =- (GF ,,CP)8? 2f ,,CP)xy + f ,,CP)y?) 


+ 高 次 项 。 然 而 ， 根 据 (9.8, EAP, L-/,,M -f.,,N-f,,, 
(运用 入 ,(0,0,1))。 故 得 所 求 结果 。 
【问题 9.5] (D (2 WA. 
$10 【问题 10.1】 O), (OD ER. 
- — 3 UD 


Ju! dul A 
. TEE a Tg- u ar Pe 


. IU, v) 9(u,v) 
= sigr( Uv p y. 51g “H, » = sign( Gn), 


2(u, v) 4 


usu 98,9) 
-siga[ Ilu, v) 


【问题 10.3] i^. 
【问题 10.4] F-0 显然 . 将 £a, £2:=0 代入 (0,10. 
J 题 > 


1. /9?x/9u ?y/9u azau) f'cosv f'sinv g' 
9x/9v 9y/9v 9z/9v)] 八 —fsin*? fcosv 0 
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因为 f/f 妆 0， 所 以 上 述 矩 阵 的 秩 等 于 2 。 
2. x,-y'rvy', x,—y' XX, =VY XY RD 
(v0, y" xy'2«0), 

3. (D di. 

(2) 由 习题 二 之 2 A,r =y coy" x, — y'. d E= WX, = 
yoy c vo? y" « y" 三 1 十 K2， FlIx2x-yy-l, G=x px, = yy = 
1. 

4. OD FA. 

(C) 任意 取 两 条 ”曲线 uou, Hj w=w,。 它 们 与 任意 v 曲线 
eco, 截取 的 牟 长 是 |iidu=u, -us 5 o, 无关 . 

5. 运用 N=x,Xx/wVE8 以 及 L=x„N, M-xN,N- 
Za N. | 

6. (D 如 用 习题 二 之 5 的 结果 ， 显 然 。 

(2) 从 (1) 的 结果 可 得 LN - M*—0, 

T. 运用 习题 二 之 2。 =y +0”, x,o-y', xay" +9y 
Xa 二 YX 一 0。 然 而 x,xx,-vkb, (b 为 c 的 单位 副 法 向 量 ) 。 
[4 | 

M-0, N=0, -.K-(LN- M?)/g -0 

8. 因为 点 己 是 椭圆 点 ， 所 以 在 点 已 ， K>0. WRA P URS 
小 邻 域 O0，0 内 的 点 全 是 椭圆 点 。 再 运用 (9.15) ， 对 于 0 内 的 所 有 
H. d>0 (或 二 0) 。 即 0 内 所 有 点 全 在 点 了 处 的 切 平面 的 一 侧 。 


9. RR. 
10. 运用 习题 二 之 5 的 结果 得 
coshucosv coshusinv 0 inhucoshu 
L= -1. sinhucosv  sinhusinv 1|—-- 2 
8 | -coshusinv  coshucose 0 d 
1 一 coshucosv coshu sinv 0 sinhucoshu 
N Ug sin hucosv 一 sinhu sint 1 | = UU 
8 | -coshusinv  coshucos? 0 VE 


“hh=L+N=0., 


11. 设 $， 与 $， 的 单位 法 向 量 分 别 为 N, 与 N.Q toc 的 单 
位 主 法 向 量 为 n, We 可 得 下 式 ，8 = KneN,， k, -xn- N ,., 
“EN, -k,N, «(Ca N )N, - (n N,)N ,.) Sx(N.XxX N,) xn, 
* [k N, CE, N || =K CN, xXN,) x nj CON IN, x m 
zK*C((N,X N,)-(N,x N,) - CON ,X N,)en)?3 
-zx?|N,xN.P?. 
COokicki-2k,k,cosa-xk^sin?a 
12 运用 习题 二 之 11 的 符号 ，、N AN = 常数 。.… (IN /dt)- N, 
* N (NN ,/dt) =0. 如 果 e 73 S, 的 曲率 线 , 则 GN ,/dt = —x(dx/dt) 
ok Gx/dt)-N, c N,-(dN,/dt) -0. 然而 N,-(dx/dt) -0. 
~ N,-(dN,/dt) 0, ^ dN,/dt LN,。. WE 5h GN,/dELLN,. x 
dN ,/dt 与 dx/dt 平行 。 故 可 设 dN,/dt = - h,(dx/dt), B c 为 曲 
di S, 上 的 曲率 线 。 
13. 运用 习题 二 之 2 以 及 平面 或 球面 上 的 所 有 曲线 都 是 曲率 线 。 
14. 如 果 运 用 定理 2.4 显然 。 


s. 因 第 二 基本 量 为 《Hi =( 4 内 ) ， 故 由 温 加 弛 方程 m 


然 。 
16. (D 根据 〈10.1) ER. (D 因为 在 椭圆 点 Bafna- Ha)’ 
0, MA CO 的 方程 无 实 根 。(3) 因为 在 双 曲 点 HaHa- (HD) ?二 
0， 所 以 COD. 的 方程 有 实 的 不 同根 8:87. (45. 显然 。 

17。 (COD 双 曲 点 的 充分 小 邻 域 O 里 的 点 全 是 双 有 曲 点 .在 OQ 里 ,二 次 
$433; £2 L(du)* +2Mdudv + N (dv)* =0 具 有 独立 的 二 解 /(u,2) = C, 
与 g(u,97) =C, (C,,C, 是 任意 常数 )。 令 u-f(u,v),v—-g(u,U), 
N Cu,v) 变 为 0 里 的 坐标 系 ， 其 坐标 曲线 都 是 渐 近 线 。 

(2) w= 常数 与 = 常数 为 渐 近 线 的 充 要 条 件 分 别 是 上 =0 与 
型 =0。 
(3 对 于 包含 于 曲面 上 的 直线 c,d?x/ds* =0 … H(o,6)- 
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18. 设 在 S 的 坐标 系 U, D) 下 ， 坐 标 曲线 为 曲率 线 。 交 ,= 如 十 
ErN ox - (0/k t Qr), FIBRE, (rh), LEX 
x,2 (1-7 r/k (1 7 r/k; x, x x,, 因为 x X x, 50, rk, b, 时 ， 
X EA. 

(2 x= x, *rN,,x,-x,ocrN,, "Agi = Kj" i= (x erN) 
e (x; rN), (N;2oN/9u) "gi m gi c r(xj Nor x; Nor N; 
Ni, 然而 4H; -()0?x/9u9u!)- N = — (9x/90) N; = ~ (2x/9u!) 
NgQQ WAN = -Hx "NN; -gUHQH, Cn 整理 一 下 ， 
f$ gu-7B8í4—-2rH; Cu. 其 次 是 x, xx, =x, erNOx(, 
+rN,)=x xx, +r(N, xx, +x XN) e rN XN, = xxx, 
+rl ~k x xx, —k, x, xx, rk, kx, xx, =a(x,xx,) (o 为 某 
个 C 函数 )。… N=N, Ga S， 的 单位 法 向 量 为 六 ) . 此 外 ， 
Wi=xXitrN;. 37x/Iu 3u = 3x/9uidu +roN, /du = 2? x/QulQu! 
-rA ta? xautu -rO H Dx, ik Hj -(0?x/àu0u)-N = (2*x 
f?uiQu)-N - Hi, - rH Hj, Hj -rC,. 


第 三 * 

《问题 11.11 微分 X-N =0, NN «1 的 两 边 ， 得 Q0,20-N + 
X(29,N)-20,(,N).N 20," X-(9,N) - - H(Y,X)- N,N-(2,N) 
-0, .3,N « - L(Y). 

【问题 11.21 BA. 

{问题 11.31 BR. 


【问题 11.4] 关于 平面 上 的 仿 射 玲 标 系 ,8) 是 常数 . 故 和 让 = 0 
{问题 11.51 £52 =d, Q,28,08'" ^ £g, (0,g") 0. X Ol 
15) 代入 此 式 ， 经 整理 便 得 ，。 l 


【问题 11,6]. p; X'-2X/2u! + MES = 35 (9n */2u9)X7j/2a* 
e (aut JIT) + OTU)» [fp owun auan) -+ a*w foto] 
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(952/20) X^ = (903/241) (09u '/09u?)p,X^ CER $13. 的 简略 记 法 ) 。 

$12 【问题 12.1] 运用 (22.0 . k, =y EG S F* - (du1/ds) 
(99 /di*) = V EGF a/ v E» del avvE» -f21- 
Q/EG- FP? /EJ/E»), ,也 可 同 理 求 得 。 

【问题 12.21 ^. 

【问题 12.31 显然 。 

【问题 12.4] 9]c'|?/ds — 2g, (du! /ds) (5?ut/ds?) = 0。 

【问题 12.5] (1》 如 运用 du'/dt -(du*/ds)(ds/dt), 8?u^/di* 
= (5?uh/ds?) (ds/dt)? + (aw/ds) (d?s/dt*), BR. | 

(2) 试 证 a) =0 5j d't/ds* =0 等 价 。 

$15 【问题 15.1] TPA. 

【问题 15.2] 运用 e 是 一 对 一 。:- 

【问题 15.31 在 (15.2 里 以 9*(X) 与 po REA 5 f. 

【问题 15.4) R. 


$16 【问题 16.1] (0. (2), (3) » (4) 。 (5) 。 (5), 


3 题 三 


1. 3N/aw = -H;?x,,. “Ci = Hi? Hex, x, = Hj? Hog, = 
HH; "Cu HH) HH) SHSUOI eH?) - (HH;— HH?) = 
2hH,—- CH Haga- Hanga) — Hal- Hygj t Hisgi))/g = 2hH, — 
Kg, HE C,-25H, — Kga Ca = 2hH,- Kg, . 

2. 运用 Hi Qx/2ulüu')* N = (0! x/9ulou) «(x x x,)/A/ E 
-j9?x/9u!2u! x, x/v£. 

3, 设 4 与 B 的 分 量 分 别 为 A, B, KE 41= guAS B, 
-g,D*, H(A,A)H(B,B) 一 H(A,B)* = (H; AAH, BB?) 


1 42 01m 
(H; 41 B (H, 49B?) = 4 |- |Hj]* 4 5 
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-1,1A, B,]1, |] 4! 4° 4! B'|g 
= |gal “|4, B, B! e 121,1 - [8 8] | 4? pil 
210454 (4,B) i 
skab (BE 0 iEn Kr 
4, x,-(u0-c-77)t 十 vka, x, =f, x, = (Ic 0)kn + vK’n 
+2x( -Kt + 15), Zat, Xx,, = 0。 "^ N-x,xx|x,xx,l--5, 


SE H2 xa N =r, Hyu-2xQ,Q9N — 0, H,,= x,,*N =0, ^ K-0 
(参照 定理 5.20, p.190) . - 
5. L-H,, M zH,-0, N = H, Br = 0. 故 (13,6) E Jy 


r$? i21. 

L.-L m nfz? = (LGE )/(2EG) + (NEE,)/ QEG) 
z (E,/2)CCGL/E) + (N/G)). 
- 1 21. 

N,- - Íd? + niž? = (LGG,)/(2EG) + (NEG,)/ (EG) 


= (G/DL/E) + (N/G)). 
因此 (ZL/E),=(E,/2E)CCN/G)— (L/E)) ,(N/6), = (6/26) CCL/E) 
- (N/G)), RA k, = L/E, k, = 入 /G6， 故 得 所 求 方程 。 

6. oN/2u-9x/su, 3N/a3v=0, [3(x—-N)I/34=0, M x 
=N(u) +e), lx-c(0»D]l zl N|[ 21. FEK, =x, c"-x,. X 


BN-o [bee dk x。=0。 c=av+6b (a, b 为 带 向 量 )。 
AX lx- (av 55] 1, 

7. 与 定理 3.17 同 理 可 证 。 

8， 设 $ 与 8 的 线 素 为 ds? 与 d3?, 则 ds?=(- sinucoshedu 
+ cosusin hvdv)? +(cosucoshvaw + sinusin hvdvY? + dv? = cosh? vdu? 
+ cosh!odv? , ds? = (cosedu - usinvdv)? -.(sinvdu 
-tucosvds)'«-dy? -du? - (1« u'odv?, ii u= sinhe, v =t, 
-W ds? =d7? 

9. (D, (2 W^. E 

(3) jEHPE RUE EXC 
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(4) 显然 。 


《5) 运用 (4) 的 结果 以 及 曲率 张 量 的 定义 式 。 
(6) 运用 〈4) 的 结果 。 


10. 运用 (2. 
11. 实际 计算 。 


D . 


12. 运用 在 5 里 的 测 地 线 的 微分 方程 。 


18. (D, (2 


显然 。 (3) 运用 定理 3.8. 


14. (D 球面 的 全 昌 率 是 正 的 而 且 一 定 。 平 面 的 全 昌 率 为 0 。 
(2) 运用 习题 三 之 9 (5) 。 
15. i HBExEPR. 


$17 【问题 1 
【问题 17.2] 
【问题 17.31 
$18 【问题 1 
【问题 18.21 
【问题 18.3] 
$19 【问题 1 
【问题 19.21 
【问题 19.3] 
(2) dx^(X) 


第 m x 


7.1) 根据 (07.0 显然 。 

运用 LX, Y] 的 定义 。 

根据 定义 计算 上 下。， 卫 ]2“*。 

8.1] 显然 。 

显然 

9.1] 若是 求 出 31/3x!， 显 然 。 

(1) dx*(8/2x!) = (3/3xi) xi -0x'/0xiz 5j 
-Xx'-X*. 


(3) w(9/8x!) = (w;dx!) (9/9x) = w; ði = wi. 


【问题 19.4) 
【问题 19,51 
【问题 19.61 
【问题 19.7] 
【问题 19.8]】 
【问题 19.91 


EA. 

显然 。 

B. 

显然 。 

(1) , (2 显然 。 

IH uX CY) su(X)u(Y), uf X) - fu(X), 
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但 于 与 Y 为 任意 向 量 场 ，f 为 任意 C^ mA. 

【问题 19.10] 显然 。 

$20 【问题 20.1) 显然 。 

【问题 20.2] 运用 (20.5. 

【问题 20.3) 根据 外 积 的 定义 ， 显 然 。 

【问题 20.4] d'/-d(9,fdx') -93,9,fdx! Adx' - 0 (9;9i 
=3;3; f). 

【问题 20.5) 显然 。 

$21 【问题 21.1】 在 (21.1) 的 各 式 里 ， 取 两 边 的 外 微分 。 
四 运用 (21.1). 

【问题 21.2] 与 高 斯 方程 03.5 等 价 。 

[问题 21.3] (D R 474-1 的 两 边 的 外 微分 得 

dA-i.A+A-1dA=0, ^, dA = -41d44-1。 
(2) 取 (21,6). 两 边 的 外 微分 ， 并 运用 CIO 的 结果 。 
【问题 21.4] 显然 。 
【问题 21.5] TA. 


习 
1. [3/3x!, 9/9x']f - 0? f/oxiax! — 0? f/axiaxi = o, 
2. BA. 
8. du- Y. (Oju - 9;uj)dx! Ada! du(X,Y) - (9,u, — 9,u,) XY! 


J«i 

= Xia,(u Y!) -Y'a (0, X!) 2 u (Xia, Y* — Yi9, X5) = Xu(Y) - Yu(X) 
—u([X, Y). 

4. 与 上 述 习题 四 之 3 同样 可 证 。 

5. (D (ddf) (3X, Y) « X(df(Y) -Y (df(cX)) -df LX, YJ) 
-XYf-YXj-[X, Y]/-0. 

(2) (ddu) (X,Y,Z2)  Xdu(Y,2) -Ydu(X,Z) + Zdu(X, Y) 

—-du(X, Y], Z2)«du(tX, ZJ, Y) - du((Y, Z],X) » X(Yu(2Z) 
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—Zu(Y) - w LY, Z])} - Y(Xu(Z) -Zu(X) - u([X, Z])2) 
*tZ(XuqQy) -Yu(X) -uq X, YD) - CX, Y1(2) ~ Zu(CX, Y) 
-u([X, Z], Y)) - (CX, Ziu(Y) -Yu(tX,Zp -u(rX,23,Y1 
—-(rY, Z], XTu(X)- Xu([(Y, Z)»-ut(ttY, 2], X1) = 0。 

6. (D N(OfX,Y) (FG X35), FY] - F[F(f 35), Y] - FE/X,FY 
-£FCF[IX,YD  (UFX,FY]- (GFY) X) - F(ÍfEFX,Y 1- €Y f) X 
—-F(fEX,FY]-(FY)) X) - F(CFCIKLX, Y] - (Y 0X) = JN(X, Y), 
同 理 N(X, gY) - gN(X, Y), 

(2) WH G>) Hik, BA. 

(3) 设 X =3/əxi, Y =3/3x', W] N(X, Y) A: 
N(2/0x1, 2/2x') = Wir(3/3zi0)。 改 变 此 式 左边 的 形状 可 得 所 求 d 
A. 

T. BA. 

8. (D, (D 根据 Lx 的 定义 式 易 证 。 

9. (D, (2) 根据 ix 的 定义 式 易 证 。 

10. (D , (2, (2 Eit. 

11. 如 用 上 述 习 题 四 之 10 HAR, BA. 

12. 显然 ， 


第 五 章 


$22 【问题 22.1) 显然 。 
【问题 22.2) BA. 
[问题 22.3] p66) =9607 + fyn- Eo 
i i 

=0+ fgl- hui -- 
【问题 22.41 如 运用 (2.1D ， 易 证 。 
【问题 22.51 运用 Vagsi= 0, - 
【问题 22.6] 根据 例 22,1, PA. 本 
【问题 22.71 (D ，(2) 运用 gs gula. 与 gh 
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-一 £; eing 1 TZ LJ 

【问题 22.81 Jit. 

【问题 22.9] Air. 

【问题 22.10] 显然 ， 

【问题 22.11) (D ，(2) 显然 。 

$23 【问题 23.1] Ra=g’R i g’ Rapi =g PR; = Ri. 

【问题 23.2] (D PRint e y,Ru^vyp;Ruitz0, 4 hj 并 求 
:和 得 

poRQQG7 o PR YaRim" = 09 -pgR y Rua py.Ru" 0, 
(2) 于 OD 的 两 边 乘 以 g, RM 
e Pik, nR Sn R S Vik = nR". 
【问题 23.3] (D , D 运用 [问题 23.2] 之 (D, C2, BA. 
【问题 23.4] (D (23.21) 的 两 边 乘 以 ge* 并 求 和 ， 易 证 。 
(2) Rj = (nn 一 1)agj: 的 两 边 乘 以 e 并 作 和 ， 易 证 。 

【问题 23.5] 将 Ri -80a8i—-EuE8u) 代入 比 安 基 公式 ， 得 

(9,8) (8 aB ji E iE i) + COGO UE iii Eugi) + (O9) C8 nui 

一 gus81i) 70. ERREI g'g 并 求 和 得 (n— )0(n—2)3,a 
=0。 故 如 n3, Ju 

9,8 — 0, 

$24 【问题 24.1] (D), (2, ©) 显然 。 

(4) dk av(5) cbw(t) x0. (C CI, a 5j b 为 常数 )， 则 av(t,) 
*bw(t,)-0, RA v(£,) 5 w) RETA, Ww a=b=0, 因此 
vlt) 5 w(t) 线性 无 关 。 

【问题 24.2] 显然 。 

【问题 24.31 容易。 

$26 【问题 26.1】 在 定理 5.19 Hj (26.12) EK -1/a*, 

$27 【问题 27.1] 运用 定理 5.20, 并 且 运 用 (OM, gp 5 
«M, g) 的 测 地 极 坐标 ， 作 映射 p; 00, 

$28 【问题 .28.1】 从 foq 的 定义 直接 可 证 。 
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【问题 28.2】 说 明 和 满足 切 向 量 的 定义 ， 
【问题 28.3] 运用 (28.2) JE. 

【问题 28.4] 显然 。 

【问题 28.5] 显然 。 

【问题 28.6) 显然 。 


1. (D 运用 下 列 关 系 : 
0-p,py;X*-p,p,X*- R,;^X', 
(2) 运用 aX (, teeta, X Cr} (a,, tU, X, 为 常数 ) 为 平行 
向量 场 。 还 要 用 如 果 平 行 向 量 在 一 点 为 0 ， 则 在 各 点 为 0 。 
(D AH Rati 70, s Rtl d 70 成 立 ; 在 各 点 Xi» 
e, XQ 线性 无 关 ， 所 以 R5 - 0. 
运用 [5j -15] sx. 
显然 。 
(1》，(2) ，(3) 实际 计算 之 ， 易 得 。 
给 定 条 件 的 两 边 乘 以 g* 并 求 和 ， 得 
V;kep,R;"ep.,R;"—0, pik aR", 
:由 此 式 以 及 CPR 23.214 (2) AT yik=0. 
€, (D 将 给 定式 展开 之 。 
(2) 运用 《1 ) 的 不 等 式 。 


T. H; N -9?x/2u!9u! — hx, 


aaao N 


^ hN = gi Co? x utn! — f Èl, 
oo AN = Ax, hN,- Ay, hN.-4z, K4 h-0 By dx =4y = 4z=0, 
8€. (D, (25, (D, (D, O), (6) BW. 
9. (D 0sgl(g;X; -»p,X;) »2divX 
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(2) 07 p,QXi +r SVX Ren Ks pipa, 
-Ra Xa S -PNV X yy, X,- RX,- RM, == PVX 
+R Bi — RX pa Rui Xr -2yjy;X, RX -2(Qn;p;Xs 
tRAQGQXS, 
e Cp; X Ratt 0, 
10. 如 右 图 所 示 ， 包 含 于 给 
测 地 线 族 的 测 地 线 所 围 成 四 边 形 
PCRS， 适 用 高 斯 " 崩 尼 定理 5.18 
得 
(f Ka -2«- (e 7 ee 
+ (x 一 0))=0。 故 K-0. Xp 
测 地 线 族 的 一 定 夹 角 为 a. 
11。 高 斯 。 骨 尼 定 理 5,18 适 
BAF ce, 与 :所 围 二 角形 ， 则 
作 Kaz=sr-cr-m-c-B)=a+p>0， 
此 不 等 式 与 K<0 FM. 
12. 与 习题 五 之 11 一 样 ， 
f| Kdo ao 


这 和 不 等 式 天 一 0 m. 


第 六 OE 
$39 【问题 39.1] 容易 。 
习 题 K 


|n D, D> O) EREM. KEEA 6.8 以 及 My 
-2(1- p. 
2. (D IZ = [div¥do - o. 式 中 于 = (g*3,f)9/0x5,. 
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(2) 显然 。 

《3) 运用 格林 定理 6.17 以 及 (1) 与 (2) 。 

(4) 运用 C35. 

(5) 运用 (1) 证 明 4f=0。 2M G3) EH df =0。 
8. (D , (2 运用 习题 五 之 7 (p. 212 

(3) 运用 《2 ) 以 及 上 例 习 题 六 之 2 (5). 
4. (1)，(2)，(3) , (4) 运用 dwAD=doAx+t+(-1)?ro 

Adz, 


5. (D «o, m= f c. db)dc (WEC) 


o (0, x)= | (do, 54e = | co, 0)do - 0, 
(2) ，(3)》 和 (1) 一 样 。 
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Gk A dB SR Od HR O»D 


A 
PAMEN (Einstein space) 


ec see oca son cou soe «so soo «o eco ome T6 4 


atlas (CHI) emet 30, 112 
B 


Api (associated vector) 


tes ovs vee oso one ooo sea ont sae evo eea 131 


Epik Cassocisted covector) 


vao sos ose eso oou ono soe oas soo soa osa 131 


Rfi (conforma! mapping) 


Woe èo, #00 506 boo Daa vss mus sar sna sss. 28 


Air (conformally equivalent) 


eee ore ot oee ree soe are oes sar see oo0 208 
贝蒂 数 (Betti number) 219,221,227 
HEEE (theorem of Bonnet) 


owe sun tss sae avu sae ton sev oen soe eee ore Q5 
比 安 基 公式 (formula of Bianchi) 

toe eseese ooe soe ooe oss ooo 163 
闭 链 (cycle) emm oos eoo sos ose cee 218 
闭 链 群 (group of cycles) 


eec ees ose oeo sse ons osm oon eea 218,221 
p hiii (closed surfate) «39 
闭 微 分 形式 (closed form) «135,240 
Xj (boundary) eet 217 
边缘 链 (bounding cycle) «7218 
3i SERE (group of bounding cyc- 


leg) «e ecc ase soo nos nso ovo soo oas s ese. 218 
变 分 (variation) «eee eec eoe veo eso eem 202 
固定 端点 的 


fixed end points) e. 203 


zp4y HER (variation curve) 


6» 690 (99 999 094 999 bte ope Ue bOO 906 202 
变 分 曲面 (variation surface) «204 
变 分 向 景 (variation vector) 


meo 962 ona eve oon osa boo oro oto oso sor 2 03 


(variation with 
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C 
C^ dk RBE (Co differentiable ho- 
meomorphism) eese 29,112: 
CoR (Ce function) *92,39,117T 
Ce 曲线 (C9 curve) « e eoe 4, 35. 
C E emet tne AO 
Ce= 向 量 函 数 (C9 vector function) 


— so0 soo ors D 


Cm 映射 (C* map) we 29,112,195. 
参数 表示 (parameter represenis- 
LI OD) sec eoe eso son oor osa soa soo ssa coa sao A 27 
常 曲率 空间 (space of constant 
curvature) eeeeeeesesese ese 164,200- 
长 Gength) «mm 2,16,125 
MHRI (geodesic polar coor- 


Qinates) ew ese ees seo ors soe one ncn ooe 177 


测 地 曲率 (geodesic curvature) 


aee see soo cno seo oro oop car eoa sev oso ee83 


测 地 曲率 向 量 (geodesic curvature 


VECLOT) osr seo sos ots one soe oue ose soe ses R3 
WZA (geodesic triangle) 
sos rto nm o 188: 
3362 (geodesic) tes ese to eso e 85,167 
测 地 线 的 微分 方程 (differential 
equation of geodesics) -«-86 
测 地 坐标 (geodesic coordinates) 


ase eno 001 vo os ooo ooe oor ve» soe nas 172 


测 地 坐标 系 (system of geodesic 


Coordinates) ses ses are ses ese messe 158 


D 
单纯 部分 (simapblicial decomposi- 


tjOn) oroso sve ave ces oso sesane voo soa see 2D T. 


单位 法 向 量 〈unit normal vector) 


ee cev osa aro sva ssr sos see oso eoa seo eae 36 


*9» oso ses soa sas oo: 


单位 贺 祛 向量 Cunit binormal vec- 


TOY) eee en0 eas ses 000 can ooe ove son oon nen son 10 


ShfrUIg JR Cunit tangent vector) 
oo 
单位 向 量 《anit vector) m8 
单位 张 量 场 Canit tensor field) 124 
单位 正 交 标 架 (标准 正 交 标 架 ) 
(orthonormal frame) “143,237 
Mir tÆ (unit principal 
normal vector) eee eee see aoe soo ]0) 
BM (simplex) eeeeeeso es en eos ei 214 
德 拉 姆 定理 (theorem of df Rham) 
danese cen cor oro oos esa coe ore ses sos ees 243 
ER (isometric) eee 106,190 
等 距 变 换 (isometric transforma- 
tio?) ore ane oss seo eoo soc ono oea 55 1 10, 200 
等 路 变换 群 (sroup of icometries) 
ses mes ens coe coe sn oes ore sos 111,200) 
SERY (isometry) ere e 106,199 
Am EFR (isothermal coordinates) 
bes asr soo aee voe dse aso eno seo ose see sae 200 
第 二 基本 量 (second fundamental 
quantity) sen tts vce tto eas oes co, d, 1 45 
第 二 基本 量 的 恋 痪 式 (transformation 
law of second fundamental 
for T) "ee eoe eoo oup ohm ouo ose sno osp oso seo BQ 
第 二 基本 形式 (second fundamental 
farm) «eec sne ooo one ono sav sao see ooo sos 58 
AEAEE (second fundamental 
tensor) ernst teneo 54, 124 
第 一 基本 是 first fundamental 
qaantity) eo tto rto oss m oro nd 4,105 
第 一 基本 量 的 变换 式 (transformation 
law of first fundamental quan- 
tit y) -ee eeeer sso sen sop ooo soo soa coo ooo 50 
第 一 基本 重 的 反 变 分 量 (contravariant 
components of first fendatmen- 
tal quantity) «eese ese eco veo vom n GT 
第 一 基本 量 的 共 变 分 最 (corariaut 
components of first fundamen- 
tal] quantity) eseese cerere sooooe seo B} 


第 一 基本 形式 Cirst fundamenta! 


form) ee»en vao vto toa ovo oro ocs nn oos 45 


第 一 曲率 (first curvature) em167 


第 三 基本 时 (hird fundamental 

quantity). woo se ses o oee 76, 107 
JR Qvertex) ee eee cen ose ono sos ose vo soo 1 7 
Eeh (curve of constant incli- 

D&tion) sevsen eco ses ese soo oea von vos aoe 1 S 
度量 张 量 〈metric tensor) "123 
端点 (end pointes ees ess oss ses osa sen on B 
短程 线 (shortest curve) 48,181,182 
多 面体 (polyhedron) «emm 215 
多 面体 流 形 (linear manifold) «228 
对 称 张 其 场 (symmetric tensor 


field) eese vee see seo see eoo sos ase aos te 1 30) 
对 偶 形式 (dual form) «244,245 
E 
二 维 常 曲率 空间 (2— dimensioaal 
space of coastant curvature) 
956 »09 099 5»o 950 944 669 V46 E49 e49 P7e 200 
F 

法 平面 (normal plane)ee ors eee B 
法 曲率 《normal curvature) *-63,85 
法 坐标 (nermal coordinates) . 178 
反 变 张 量 场 (constravariant tensor 
field) eve eio veo sas aso san soo sao vo 123 
反 称 张 是 场 (skew-symmetric tensot 
field) soosse ee coo ses coo oeo con eos eoo. 130 
方向 (定向) (orientation) «eee 114 
220 
方向 导数 (directional derivative) 
evo ces ven von voad oso enc nó sn 41,52 
仿 射 空间 (affine space): 114 
仿 射 参数 〈affine parameter)  -—87 
HEARR (Frenet frame) «10,14 

ERDE (equation of Frenet) 


ane sou ove ose sna ous sso oea coo coer 11, IÅ 
弗 雷 内 公式 (formula of Frenet) 14 
NÉ (complex) soe seose ceo sse too sse 00 214 
Sk (complex coordinates) 


treere see coe oop oro oeo ooy ose ses soe 20G 


— —À 5*s 996 *59 968 966 Q5 &65 356 666 €i 


G 


WD EŒ (theorem of Gauss- 
Bonnet) see see see soe ase ass 188,236 
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AAE (theorem of Causs) ee 90 
高 斯 方程 (equation of Gauss) «89 
高 斯 公式 eem eoe owe vee oce sos evo 77, 80 
高 斯 曲率 (Causs curvature) 59,162 
AMERRE (divergence theorem 
of Gauss) eco soe eso ono ese coe acs ese se 2 25 
高 斯 映射 (Gauss map) ee ses oseese ose TI 
格林 定理 《theorem of Green) +186 
格林 公式 (Creen? s formula) 251 
Jkzr F A% (covariant derivative) 
hes eso saa son sae oo0 oes s2 77, 153,154 
共 变 外 微分 (covariant exterior 
differentiation) sesse eo 148 
共 变 微分 (covariant derivative) 
esr eee 81,153,154,165,166 
共 变 张 量 场 (covariant tensor 
field)en ee ssa oos eo asr are soe sor ave t00] 2 
IE Ez Ja eee ser eor aee oue ooo one cou our soo oso] O 
$A (point of infrection) eee 9 
H 
[ CETE) oor oro ose sor soa suo ono ese soo seo soe 6 
MK (are length) e see sesse G 7 
其 有 一 的 (rectifiable) se ecce es 8 
IRE Corus) 。…。%……60,115,208,209 
活动 标 架 (moving frame) ---—10,14 
回转 面 (surface of revolution) 
ete seo ses oao sos son seo o. 40,73, 190 
J 
基本 闭 链 (fundamental cycle) 


svs ese seo aoo oaa oso ose son son sso 20e 220 


基本 方程 (fundamental equations) 

ase ven seo seo oss oeo sop sso ose eso eoo. 238 
积分 (integral) e 51,231,232,234 
PEAT Q2 E JÒ) 1 
极 小 曲面 (minimal surface) 


ano ooo ous ooo so0ve0 sso osa see 206, 252 
X fg (angle) seeeeneseseo oee ooa coe 122 
SAH (imple surface) »»eeees30 
HAEN CGimple curve) ess 5 
WA (assymptotic direction) 


see oea oee oso seo soe eee ose ces ces vee oeo 7 5 


新 近 线 (assymptotic line) ese eee es 76 
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r 


结构 方程 (structure equation) 


4&6 see ess oso aos 909 oso tos enr oeo oqe cec B O^ 
X Brh (compact) ee ess ses nos ass sse osò eoo 39 
局 部 表示 (local representation) 

$e 30,35, 40,119,127,128: 
ARERI (Cocal isometry) 


ees oor ese seo ooe oae eee ooo ovo ooo ooo 108. 


AARE Cocally conformal) 


ass oos oso ose coa ove oou soa ooo sss sos {0O 
AREE RA (locally conformal 
map) sss oss ese eon aro sov vue sso eso os oee [ G 
局 部 曲面 (local surface) sss usses e26 
ARH ES (locally projective 
ma p) sae ses oro eve ee ccc vog oca ooo «oo oce 1 1 () 
I EEAEHER (locally differenti- 
able homeomorphism) «+ 196 
AWARI (loca] homothety)109 
EK (distance) «esce sro ces eee 47,183 
K 
开 玲 商量 (Killing vector)ew e213 
JEDE (open disk) e000 v0 e000 ess 26 
开 于 流 形 (open submanifold) --116 
ABE (Klein bottle)ewerrore116 
克利 斯 托 费 尔 记 号 《简称 克 氏 记号 ) 
(Christoffel’ s symbol) «79 
XEiuSMsdG (transformation 
law of Christoffel’ s symbol) 
Oos opa oas oos ano sos Sno ane sos Áo 8P 


HAYE (equation of Codazzi) 


$95 99 05» 006 684 ore O08 van 609 b90 499 orn 89 


ZB ARH b (Kronecker!s delta) 
| ase oeo oep ton oop ose ooa soe ooo one so see ED 
DE P 1. 2 oae ena seo ovo aoa soa -eos sos bon eoo ose Q5 
EMR (bracket product) » 42,120 
L . 
RENT (Laplacian) e 157,246 
BRJÉ $3 (oval) «enne oce ccecce uso sos soe 18 
"EGER (Lie derivative) e-«- 151 
ELEM (Riemannian metric) 120 
"ES HE dE coniravariant 


components of Riemannian 


metric) «ewe eso veo eo eea tm nno t vs 124 


gz (Riemannian space) «124 
Hym (Riemann surface)-----206 
黎 曼 球面 (Riemann sphere) 5-207 
AZM (Riemannian circle)e 180 
HFAA (formula of Ricci)---162 
惠 奇 张 量 (Ricci tensor) see seser 163 
联络 微分 形式 Connection form) 
` senose oso sco oso con soo Jd], 146,238 
号 络 微 分 形式 的 变换 式 (transforma* 
tion law of connection form) 
ase ses sos oso ane ces ese sse M oos 143 
$ (chain) eesse eee se: eee asesor » «216 
链 群 (group of chains)e216,221 
零 向 量 场 (zero vector field)……d40 
M 
Xt EP (Mobius? band) «38 
Xüdb de (norm) «eee soe sus ese sor soe ses on 2) 
WHE (osculating plane) ll 
百 积 素 (area element) ee ere ss seess 4G 
N 
t Azik (Nijenhuis tensor)150 
HER (torsion) sesssesee nen ses soa n ns] ] 
EnaA (torsion coefficient)s 219 
HF (torsion group) ee 7219 
4494 (inner product):51,43,244,249 
Re ff —— seo soe soo are ean oar soe ore cae 10a 243 
KAH (intrinsic property) 
asa sss sse sos sas oro eoa sos oso soo soa ooe [O7 
0 
AAAA (Euler s formula) sesse s62 
欧 拉 示 性 数 (Euler characteristic) 
entana oo roe oso soa «2 PP à 
做 氏 空间 (Euclidean space)。……122 
.P 
BEES BoESGuality theorem of 
Poincar) ese ors ven eoo ono vno eoo sea 25] 
抛物 点 (parabolic point)eeee 59,60 
平均 曲率 (mean curvature) 7-68 
平面 (plane) ee eee sos tm trem soo m 57 
平面 曲线 (plane curve) e*9712,13 
P (lat point )ersee senem 60,92 
,平行 曲面 (parallel surface) ……76 


平行 向 量 场 (parallel vector iield) 
m——— aso oae SL 
SEf& (parallel displacement) 
eos teo ose sse ee e e. 168, 169,173 
平行 张 量 场 (parallel tensor field) 
not oeu ore soe sas seo cea cao eee so JEB 
Q 
脐 点 (umbilie point) eee sse ses ess see soe GG 
切 空间 (tangent space) …… 36,118 
切 向 量 (tangent vector)oeeweg117 
切线 曲面 (tangent surface).73,108 
求 和 的 简略 记 法 (summation conven 


iQ) seasea ese con oeo oce oco ost ooo eso soo ...87 


球面 CGphere) ………31,38,49,55,56 
球面 表示 (Spherical representa- 
tion) ore orooro ort ore t6 too soe soo coo 71 
曲率 (curvature)eee999,14, 163, 167 
曲率 半径 (radius of curvature) -«9 
曲率 线 (line of curvature)ee esee 70 
曲率 向 量 (curvature vector)*99,167 
曲率 微分 形式 (curvature form) 
eoe sve ooa eoo eeo sse seo 5 142, 146 , 239 
曲率 微分 形式 的 变换 式 (transforma- 
tion law of curvature form) 
eee osp soe seo ooo ore ene sos ooo soeces 143 
Hik (curvature tensor) +e 161 
其 率 张 量 的 分 量 (components of 
curvature tensor) wo 89,161 
曲率 中 心 (center of curvature) 
ana sea oso oss aso cos eus M oso 24 
Mm (Surface) seses sse sse soa 30,201 
曲面 上 的 几何 学 Cgeometry on sur- 


face) ee ves ass von os ETETE LETT ] 7. 
沿线 (cur ve) ose ceo ooo ore oee one ooo coo vo 3, 25 
曲线 族 (family of curves) se» 175 


全 曲率 (total curvature) «59,68 
R 


容许 变换 (admissible transforma- 
tion) ee oce 260 evo soo one cep soa ses sew oso B 


容许 坐标 变换 (admissible coordina- 


te transformation) ee eee se. ese see 29 


- S 
兰 角 剖 分 (triangulation) seese.» 2327 
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数 罕 (divergence) we 159 
ERAI (cohomology) «242, 249 
上 同调 环 (cohomology ring)s253 
LAWE (cohomology group) «240 
射影 空间 (projective space)wowe。e1I15 
射影 平面 (Projective plane)114,224 
斯 托 克 斯 定理 (theorem of Stokes) 
995 bta 309 094 O09 999 B93 OOo 00€ 232,235 
数量 曲率 (scalar curvature) 163 
MHA (hyperbolic point} »es es s59 
Mk (hyperbolic plane) 193 
双 盟 非 欧 平面 (hyperbolic non- 
Euclidean plane) se»sesese sesse 194 
缩短 (contraction) es ses sseees ses ss ] 26 
T 


调和 形式 (harmonic form) 248 
梯度 (gradient) «emen terr 123 
ERE (volume elememt) «74156 
图 册 (atlas) ose ooreo avo ass one ans soe eoe 112 
MEA (elliptic point) s» sss sses 59 
MAE (elliptic plane)«-- 194 
柄 圆 非 殉 平 面 (eliiptic non-Euc- 
lidean plane) esso essem esoe 195 
FU (Homology) see sessee ase oru sse eae 219 
同调 的 (homolog) ace ee ces ee 219 
同调 类 (homology class) «219 
同调 群 (homology group) 219,221 


FILES H 
正则 一 resors eve oes oen oen n 104 
U 
uiie (u-curwe) osese escis cot ooo ove e 27 
y 
v Wig (U-curve) seeee toe cen vea tea oeo n 27 
Ww 


AR (exterior product) «1,133 
外 微分 Cexterior differential) 

osa des sos oao 948 ova oos aoo ass io sse 135 
完备 (complete) «e. 389,48,183 
完全 可 积 的 (integrable) ereere seese 95 
完全 可 积 条 件 (ntegrability condi- 


tiOn) +e ooe ono sno oos aco soo soo sse veo vos 5 


WU (differential) ve» se 123,141 
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TE UU (differentiable manifoldy 
aps oso cos cop 009 009 909 990 tov soo oro 11 2 
微分 流 彩 的 结构 (structure of 
differentiable manifold) «112 
微分 算 子 (differential operator) 
ese soo seo usa sso oss oes ose oor eon 42, 131 
fk IERI EE eee soo voe sen oso ses aos sen eoe 195- 
微分 形式 (differential form) +131 
Hj (closed) —— ers ee see sse soe t ZO 
恰当 或 正 合 《exaet)》 —- 240 
ThAYMR BR Cdifferentia] map) 
aaa eas ose ee oro sos one ion oee 105, 196- 
仿 球 面 (pseudo-sphere) sses sse ssa 192 
iE (position vector) ve 1 
AmA A eree cee or ees 77,80 
Ampi (Weingarten map) «53 
mpm (Weingarten tensor) 


—————— ET 


X 
ARX (Cline element) esee 45,121 
向 重 的 变换 式 (transformation law 
of vector) eee o 37,41, 119 
向 量 场 〈vectoT field) "e119,165 
向 量 函 数 (vector fonction) eee 2 
FIXER (vector potential) oes.140 
EIE (Star) eee ero ars n oee ose ono e 228 
体 和 尔 定理 (theozem of Schur) se9104 
Y 
雅 可 比 恒等式 Jacobi identity) e435 
$ itg (Jacobi vector field) 
ene sea sar ose ses eeo ass see aer mma eso DIZ 


有 按 界 的 曲面 (surface with boun- 


Gary) eene ne ton ton 9 
"Sm (bounded) e ess eseese ser soo 183 
有 向 的 《可 定向 的 ) (orientable) 


oo esa 995 tao ons ssa eoa sea ses eee 38, 113 


有 向 单 形 (oriented simplex) 

wer oos deeso sse 10b westess215，216 
fü (codifferential) ese. sse sse 245 
余 向 量 (covector) ers ese ose nse ess ser oee 127 
运动 (motion) seess. ssa sas ess ees 19,200 
运动 群 〈grouP of motions) se... sss 200 


Mim (circular cylinder )»se es ws57 
Z 
展开 (development) «e 171 
展开 曲线 (developed curve) «170 
张 量 场 (tensor field) sree. asas es 129 
张 量 积 (tensor product) ee 727125 
正 交 (orthogonal) «ss ees ece ove ese nto o £5 
ERARE) (circular helix) 12 
EHM (Gegular arc) essre ee 8 
正如 曲线 (regular curve). m 4,5 
3E Jl [E E eoe oon e ceo ose soe eer, 104 
XEAJME S] (regular map)--*100,196 
直径 (Giameter) eee tt sensos 184 
自然 方程 (natural equation) 15,22 


E IRER teeosa ere see sae sos sse aau oco ses sas oee G 8 
主 方向 (principal direction) wm65, 
fk (principal curvature) --65. 
AER (coordinate) eee eee ose eao oee ese 27 
坐标 变换 《covidinaie transforma- 

lion) eec sesono soe ses son eso «20, 33, 113, 206 
ÆA (coordinate function) 


are oee vor avo aoo ose son soa seo ssa oas oss AP 
坐标 邻 域 (coordinate neighborhood) 

999 990 498 009 *40 999 0*1 昌吉 和 30 , 31 , 1138 
坐标 曲线 (parameter curve) ee«e27 
坐标 系 (System of coordinates) 


mts veo bpi vpo bon tap one opo 900 oor 400 2T 
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